MISCELANEA MATEMATICA 49 (2009) 63-82 SMM @

Competencia y Superinfeccion en
Plagas y Enfermedades

Mayra Nunez Lopez y Jorge X. Velasco Hernandez

Programa de Matematicas Aplicadas y Computacién
Instituto Mexicano del Petréleo
México, D.F. 07730

mnunezl@imp.mx

1. Introduccién

Una de las observaciones mas famosas de Darwin es la que se refiere al
argumento de Thomas Malthus respecto del crecimiento geométrico de
las poblaciones y el crecimiento lineal de los recursos que las proveen
de alimento, vestido, casa y otras necesidades basicas. Transpuesta es-
ta observacion al contexto de los sistemas naturales da como resultado
la Tucha por la vida y el concepto de seleccion natural que, en el con-
texto de las comunidades ecoldgicas, se expresa particularmente en la
competencia por recursos que es determinante en la conformacién de
la estructura de las comunidades bioldgicas y ha sido objeto de muy
amplios estudios (de particular interés para el modelo aqui presentado
ver Nowak&May (1994) y Tilman (1994)). En este articulo revisaremos
esta idea, la competencia por recursos, en el contexto de las enfer-
medades infecciosas. La epidemiologia es, hoy por hoy, una de las areas
de aplicacién de las matematicas con mas impacto en la sociedad, par-
ticularmente debido a la potencia que sus métodos proporcionan a la
definicion de politicas de control y prevencion de brotes epidémicos.
Y no solamente su impacto se limita a este aspecto. La epidemiologia
matematica contiene los modelos de transmisién de enfermedades que
se usan como referencia basica en el estudio de transmisién de informa-
cién en redes, procesos de innovacion y procesos ecolégicos. Muchos de
los trabajos de los fisicos en la estructura y dindmica de redes basan sus
analisis en los modelos simples de la epidemiologia construidos, muchos
de ellos, hace aproximadamente un siglo. En particular el modelo SIR,
susceptible, infeccioso, inmune, fue descrito por Kermak y McKendrick
en 1927 (Kermak&McKendrick, 1927). En el presente articulo presenta-
mos un modelo sobre la interaccién entre un patégeno y una poblacién
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que esta estructurada en diferentes tipos que se diferencian con respec-
to al impacto que el virus tiene sobre cada uno. En particular, hemos
supuesto que el patdgeno impacta diferencialmente la tasa de mortali-
dad y su propia reproduccién. El presente trabajo esta estructurado de
la siguiente forma. Primeramente, en la seccion 2, presentamos los resul-
tados basicos de los modelos epidemiolégicos méas simples, en la seccion
3 describimos el modelo que estaremos trabajando pero restringido a
un solo tipo de individuos, y en la seccién 4 generalizamos este modelo
a un sistema con varios tipos.

2. Teoria basica

Una enfermedad viral, por ejemplo que una vez contraida (y recuperado
el paciente) confiera inmunidad total, se clasifica, desde la perspectiva
compartamental, como una enfermedad tipo SIR que describe que un
individuo pasa por tres etapas en el transcurso de la infeccion: suscepti-
ble, infeccioso e inmune (la letra R viene de la vieja notacién en donde
R significa un individuo recobrado de su padecimiento). Las ecuaciones
bésicas son las siguientes:

S = —BSI,
I' = BSI—Al, (1)
R = I,

donde 3 se denomina la tasa de infeccién y v la tasa de curacién o
recuperacién. De la segunda ecuacién se puede ver que I’ es positiva o
negativa dependiendo de que

_Bs
o

R()I

sea mayor o menor que 1y, por lo tanto, existe un maximo para I cuan-
do S* = /(. Podemos enunciar entonces el llamado teorema umbral
de la epidemiologia.

Teorema 1 Para la enfermedad representada por el sistema (1) exis-
tird un brote epidémico si y solamente si Ry > 1.

Una enfermedad tipica SIR es la influenza que, en este ano del 2009,
ha dado tanto de qué hablar. La influenza es un ejemplo de enfermedad
de transmision directa de hospedero humano a hospedero humano. Hay,
sin embargo, enfermedades que son transmitidas por insectos vectores.
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Un ejemplo es el paludismo o malaria. El lector puede leer sobre es-
ta enfermedad en Misceldnea Matematica (Velasco-Hernandez, 1999).
Por ahora simplemente enunciaremos el sistema de ecuaciones asocia-
do. Supongamos que la poblacion total de mosquito y de hospedero es
constante y que, cada una, se ha reescalado al valor de 1 como poblacién
total. El paludismo es una enfermedad tipo SIS, es decir, un enfermo
que sane puede volver a enfermarse. Cabe senalar que en el paludismo
desarrolla resistencia en regiones endémicas pero este factor no sera,
por el momento, tomado en cuenta. Sea v la proporcién de mosquitos
infectados e ¢ la proporcion de seres humanos infectados al tiempo t.
Las ecuaciones son

-/

i = av(l —1i) — i,
Vo= bi(1—v)— .

El ntimero reproductivo bésico correspondiente es

RO = a—b

%)
Notese que en este caso tenemos un producto donde cada factor co-
rresponde a la fase de transmisiéon de humano a mosquito (a/p) y de
mosquito a humano (b/d) respectivamente. El Teorema 1 sigue siendo
valido para este nuevo sistema.

La competencia entre especies ha sido identificada tempranamente
como un factor importante en la diversificacion en animales y plantas.
Las ecuaciones de Lotka-Volterra son descriptores conocidos de los posi-
bles resultados: coexistencia o exclusion competitiva. Las enfermedades
infecciosas producidas por microorganismos, como los ejemplos dados
arriba del paludismo y la influenza, no estan exentas de la compe-
tencia por recursos. En estos casos, los organismos hospederos pueden
conceptualizarse como los recursos que los microorganismos explotan
obteniendo de ellos, en ultima instancia, la energia necesaria para la
produccién de propagulos que colonizaran nuevos hospederos que sos-
tendran su permanencia en el ecosistema. Como lo demuestra el caso
de la influenza los micoorganismos son poseedores de diversidad intra-
especifica representada por las diferentes cepas o subtipos de virus de
influenza (HIN1, H3N1, etcétera). Cuando estas cepas compiten por
el mismo recurso una pregunta natural es la de saber quién ganaré,
es decir, quien finalmente colonizara con éxito al hospedero y quien se
extinguird. Para intentar responder a esta pregunta supongamos que
tenemos dos cepas del mismo virus numeradas 1 y 2 que colonizan a
una poblacion de hospederos. Aquellos colonizados por la cepa 1 los
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denotaremos por I; y aquellos colonizados por la cepa 2 los denotare-
mos por Is. Para simplificar nuestro argumento supondremos que esta
infeccion es de tipo SI, es decir, los organismos infectados permanecen
cronicamente infectados el resto de sus vidas. Si S es la poblacion sus-
ceptible, nuestras ecuaciones son:

S = uN — (bih + f215)S — S,
]{ = ﬁlllS - [1,11, (2)
I, = [olyS — pls,

donde N = S + I; + I, es la poblacion total, 3 y (2 son las tasas de
infeccién respectivas de cada cepa y p es la tasa de mortalidad y la
tasa de natalidad. El término (117 + (21> se denomina la fuerza de la
infeccién y define la tasa total de infeccién por individuo infeccioso por
unidad de tiempo. Sumando las ecuaciones obtenemos que

N' =0,

es decir, la poblacién total es constante. Ahora, dado que la poblacién
total es constante podemos reducir la dimension del sistema y analizar
el siguiente

I{ = ﬂlfl(N I - 12) — pdy,
Ié = ﬂg[Q(N — [1 — [2) — /.L[Q

Del sistema (2) podemos deducir los nimeros reproductivos de cada
cepa que son, para j = 1,2,

R; = .
Del mismo sistema es inmediato concluir que si ambos niimeros repro-
ductivos son menores que 1, entonces ambas cepas tenderan a cero, es
decir, se extinguiran conforme ¢ tienda a infinito. También podemos
deducir que si uno de los niimeros es menor que 1 y el otro es mayor
que 1, el primero implica que la cepa correspondiente se extinguira y
la otra...;qué pasard con la otra? Los puntos de equilibrio pueden cal-
cularse rapidamente. Uno de ellos es el punto libre de la enfermedad
(0,0). El otro es la solucién del sistema lineal

ﬁl(N_]l_I2)_,u = 0,
52(N—Il—f2)—,u
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constituido por dos rectas paralelas cuya ordenada al origen es pre-
cisamente R; respectivamente. Claramente el significado biolégico del
modelo implica que las tasas de infeccion sean iguales y, en ese caso, los
puntos de equilibrio estan dados por (N — RLO’ 0)o (0,N — RLO), donde
Ry = Ry = Ry, es decir, hay exclusiéon competitiva: solo una de las
cepas permanece en el sistema. La conclusion es todavia mas fuerte: en
un sistema de este tipo solo puede haber un solo tipo de patégeno (ex-
presado en la necesaria igualdad entre niimeros reproductivos implicada
por el modelo).

2.1. Superinfeccién

Del resultado del ultimo modelo presentado vemos que una sola de las
especies o cepas es la que permanece viable. Sin embargo nuestra expe-
riencia reciente con la influenza, indica que varias cepas pueden coexis-
tir. En el caso citado sabemos que con la influenza tipo A pueden coexis-
tir los subtipos HIN1, H3N2 y quizéas y muy peligrosamente debido a su
potencial patogénico, el subtipo H5N1 (Cohen, 2009). ; Qué mecanis-
mos pueden ser responsables por la presencia de varios tipos de cepas en
un sistema? Una primera respuesta es la siguiente: existe una jerarquia
competitiva en las cepas de patdgenos. Supongamos que tenemos dos
tipos que nombraremos A y B, que infectan a individuos susceptibles.
Un individuo susceptible puede contagiarse con la cepa A o con la cepa
B. Diremos que B es competitivamente superior a A si un individuo
infectado con la cepa A puede ser infectado por la cepa B y convertirse
en individuo infectado por la cepa B unicamente; la infeccién alterna-
tiva no puede ocurrir, es decir, un individuo infectado con la cepa B no
puede infectarse con la A. Veamos, a través de un modelo, cémo es que
la coexistencia es posible. Como antes sea S el nimero de individuos
susceptibles que pueden enfermarse con una de las dos cepas; aquellos
colonizados por la cepa 1 los denotaremos por I; y aquellos colonizados
por la cepa 2 los denotaremos por 5. Al igual que en la seccién anterior
supondremos que esta infeccion es de tipo SI, es decir, los organismos
infectados permanecen créonicamente infectados el resto de sus vidas.
Incorporando la jerarquia competitiva descrita arriba tomando a 1 co-
mo A y a 2 como B tenemos el modelo

S = uN — (bilh + f215)S — S,
]{ = ﬁlflS - 6*11]2 - ,u]l, (3)
I, = (oS + Bl Iy — pls,
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donde N = S+ I + I es la poblacion total, 5, y 32 tienen la definicién
del modelo anterior y u es la tasa de mortalidad y la tasa de natalidad.
El término (111 + (21> es, como antes, la fuerza de la infeccién. La
tasa de infeccién (3, representa la tasa de infeccién de la cepa 2 sobre
individuos ya enfermos con la cepa 1. Note el lector que esto hace que la
cepa 2 obtenga nuevos individuos no solo de la infeccién de susceptibles,
sino de aquellos enfermos con la cepa 1 que son tomados literalmente
por la cepa 2. Sumando las ecuaciones obtenemos, como antes, que

N' =0,

por lo que el sistema se reduce a dos dimensiones haciendo la sustitucion
S =N — I, — I,. Los posibles puntos de equilibrio con Iy, I # 0 estan
dados por las soluciones del sistema lineal

1S = Buly —p = 0,

BoS + By —p = 0,

que se pueden escribir de forma equivalente como

1
L, = Ry —1) — 014,
2 5*+ﬁ1(1 ) — B4
1 ﬁ*_ﬁQ
L, = —(Ry,—1)— I,
? ﬁ2<2 ) By,
donde
RlzﬁlN,
]
N
1%2:52.
1

Supongamos, como primera aproximacion, que (3, = [, es decir, que
la infectividad de la cepa 2 no cambia asi se trate de un susceptible
o de un enfermo con la cepa 1. En este caso existe un punto de equi-
librio donde ambas cepas coexisten si y solo si Ry < R; (es decir el
nimero reproductivo de la cepa 2 es menor que el de la cepa 1) como
el lector podra apreciar resolviendo el sistema o representandolo grafi-
camente. El lector podra preguntarse que sucedera si ahora suponemos
que Ry > Ry y (. # (2 lo cual es intuitivamente mas plausible da-
do que estamos suponiendo que la cepa 2 es mejor competidora que
la 1. En este caso el modelo nos indica que, para que exista un punto
de equilibrio, una condicién extra es necesaria que depende de la ex-
presién (B, — B2) /B2 := Q. Si @ > 0, entonces necesariamente debe
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ser que () > [ para que ambas lineas se intersecten; por otro lado
si Q < 0, las rectas nunca se intersectaran y no habréd coexistencia.
Note el lector que en el caso que R; > Ry sin importar el signo de @,
siempre habra una interseccion y por lo tanto un punto de equilibrio de
coexistencia. Podemos resumir nuestros resultados en la siguiente tabla

Ntumeros
reproductivos | Auxiliar Coexistencia
Ry > Ry Q > ﬁl si
Ry > Ry Q< b no
Ry < Ry ninguna si

Note el lector que la segunda condicién de la tabla indica que no
hay consistencia pero resta por responder la pregunta ;quién gana?
Para no volver excesivamente largo este trabajo omitiremos el andlisis
de estabilidad del modelo pero urgimos al lector a hacerlo. La con-
jetura biolégica que proponemos verificar o descartar al lector es que
el ganador debe ser la cepa 2 pues es competitivamente superior. La
condicién ) > (; puede reescribirse como (3,/(; > 1 y entonces se
puede interpretar diciendo que la infeccién de la cepa 2 sobre indivi-
duos con la cepa 1 debe ser mas eficiente que la infeccién de individuos
susceptibles por la misma cepa. Esto significa que la cepa 2 es, no solo
competitivamente superior a la cepa 1 sino que, en presencia de ésta, se
potencia. Una posible explicacién bioldgica puede ser que los individuos
ya enfermos con la cepa 1 son todavia mas vulnerables a la infeccion
pues sus sistemas inmunes estdn ya estresados por una enfermedad lo
que facilita la invasion por la cepa 2.

3. Infecciones con patégenos libres

Las ideas basicas que dan lugar a los modelos descritos en la seccién an-
terior pueden generalizarse a muchos escenarios. Una de las cualidades
mas importantes e interesantes del uso de las matematicas es su poten-
cial de generalizacién. En la presente secciéon adoptaremos las ideas de
la seccion precedente pero en un contexto biolégico distinto, lo que nos
obliga a modificar los modelos anteriores pero conservando la teoria bio-
l6gica esencial subyacente. El resultado es un modelo que presentamos
al lector con un analisis esquematico e incompleto que puede servir de
motivacién para hincarle el diente a la epidemiologia matemética. En
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esta seccién trabajaremos con un modelo de una enfermedad infecciosa
similar a los presentados en la secciéon anterior pero con la variante
siguiente: el agente infeccioso es un agente que es modelado explicita-
mente. Un ejemplo adecuado para el caso es la transmisién de alguna
plaga en poblaciones vegetales o, interesantemente, la interaccion en-
tre nuestro sistema inmune especifico y un virus. Para no extendernos
con la descripcion esquematica pero necesariamente extensa de las ca-
racteristicas del sistema inmune y su funcionamiento, en esta seccion
usaremos como ejemplo un sistema poblacional vegetal: plantas, arbus-
tos, hierbas, que estan sujetas a la accién de una plaga o enfermedad.
Supongamos que estas plantas x estan sufriendo una infestaciéon por
una plaga v. Las plantas infectadas seran denotadas por la letra y.
Supondremos también que la dispersion del agente infeccioso es al azar
y que cada planta tiene la misma probabilidad de ser infectada. La
poblacién de plantas tiene una funcién de crecimiento dada por g(x)
y que especificaremos después. Las infecciones se producen por el con-
tacto entre plantas sanas y la enfermedad a una tasa 3. La mortalidad
base de las plantas enfermas es u y la correspondiente a la plaga es d. La
plaga se reproduce con una tasa F'(v) que sera especificada en un mo-
mento. Vamos a suponer en este modelo que la plaga puede inducir una
mayor mortalidad en las plantas afectadas que depende de la densidad
de plagas y que denotaremos por L(v). El modelo es el siguiente:

g(x) — B,
= fav—py — L(v)y, (4)
v = F(v)y — fzv — ov.

En este trabajo consideraremos las siguientes formas en las funciones
de crecimiento, mortalidad y reproduccién arriba descritas

g() = (r—mz,
L(v) = C,
kv

a+v’

donde r es la tasa de natalidad y m la tasa de mortalidad de la poblacién
sana, C' es constante, k es la tasa de replicaciéon de la plaga y a es la
tasa de saturacion media.

Observe el lector que el crecimiento de las plantas es exponencial en
ausencia de plaga, y la replicacién de la plaga es saturada, es decir, la
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replicacion es independiente de la cantidad de plaga para grandes den-
sidades de la misma. En términos bioldgicos estamos estudiando una
poblacién vegetal que es controlada en su crecimiento por una plaga o
enfermedad. En la siguiente seccion iniciaremos el estudio de la estabi-
lidad de este sistema buscando las condiciones en las que la enfermedad
persistira en la poblacion y aquellas que impliquen su desaparicion. El
sistema (4) es de la forma £z = F(Z), y sus estados estacionarios co-
rresponden a las soluciones constantes que se encuentran resolviendo la

ecuacién algebraica F'(z) = 0.

3.1. Puntos Criticos y Estabilidad

A continuacién hallemos los puntos criticos del sistema, igualando a
cero cada una de las ecuaciones

re —mx — Bxv =0,

Brv — py — Ly =0, (5)
kv
a—+v

y — Prv —dv = 0.

Es evidente que un punto de equilibrio es E° = (0,0,0); otro,
denominado endémico, podemos hallarlo de la siguiente manera. Si

x(r —m — pv) = 0 = v = 5%, cuando r > m. Sustituyendo este
valor de v en la segunda y tercera ecuaciones de (5) obtenemos

x(r—m)—uy—LyzO, (6)

%ym(rm)é(%) = 0.

Despejando y de la primera, y sustituyendo en la segunda ecuacién
obtenemos otra en términos de x

Bk(r —m)*x — B(af +r —m)(u+ L)(r —m)z
—0(r—m)(af+r—m)(p+L)=0.

Despejando z, obtenemos el punto de equilibrio del sistema
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b m)eBtr—m)pt L)

Bk(r —m)? — B(aB +r —m)(pu+ L)(r —m)’
;o= 5(r —m)*(aB+r —m)

Bk(r —m)* — B(aB +r —m)(u+L)(r —m)’
vt o= 3

Sea E* = (z*,y*,v*). El anélisis de muchos modelos biol6gicos, parti-
cularmente los de naturaleza ecoldgica o epidemioldgica, se basa en la
determinacion y estudio de parametros o combinaciones de parametros
que determinan cambios en el comportamiento cualitativo de las solu-
ciones de un sistema de ecuaciones diferenciales. Un pardametro umbral
importante es el nimero reproductivo basico usado en la seccién ante-
rior pero no es el inico. En el caso del presente modelo existen varias
condiciones de este tipo. Lo importante de los parametros umbral es
que su interpretacién pueda realizarse de manera clara y no ambigua en
términos de los significados de los parametros que los componen y de
la teoria bioldgica subyacente. La condicién de existencia relevante en
términos bioldgicos del punto de equilibrio £*, implica que su denomi-
nador sea mayor que cero y, puesto que el parametro (3 es por definicién
mayor que cero, basta tener que

BE(r —m)?* = B(aB +r —m)(u+ L)(r —m) > 0,

es decir

k
——>1+4+ ap .
uw—+ L r—m

Si suponemos que la poblacién vegetal es creciente, entonces necesa-
riamente la tasa de natalidad debe ser mayor que la de mortalidad, es
decir, necesariamente » > m. El lado derecho de la desigualdad puede
interpretarse como el nimero de propagulos que la plaga genera du-
rante el tiempo en que la planta infectada estd viva. El lado izquierdo
es la fuerza de infeccién durante el tiempo generacional de la poblacién
de plantas (recuérdese que a tiene unidades de densidad de plaga). Ha-
biendo determinado las condiciones que le dan significado biolégico a
los puntos de equilibrio, procedemos ahora a estudiar la estabilidad de
los puntos E° y E*. Para ello calculemos la matriz jacobiana del sistema
que es
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r—m— [Bv 0 —fx
A= Bv —pu—L Bz
_ﬁ v a]fv k(Eva:vl))Qy - ﬁ T —0

Sustituyendo el punto de equilibrio E° obtenemos

r—m 0 0
A° = 0 —u—L 0 ,
0 0 —0
que por ser una matriz diagonal, contiene sus eigenvalores como ele-

mentos de la diagonal. Las condiciones de estabilidad local de E° son
las siguientes

|
=
|

~ 3

A A A

|
(o9
o oo

La tnica condicién que pudiese cambiar de signo es r — m; la estabili-
dad local del punto de equilibrio trivial requiere que la tasa intrinseca
de crecimiento sea negativa, es decir, que la poblacién vegetal de por
si estuviese extinguiendose. El punto es inestable si » > m. Una vez
analizado E°, cuando la poblacién huésped crece, se esperaria que E*
fuese estable; hagamos los calculos.

Al sustituir el punto de equilibrio £* en la matriz jacobiana obte-
nemos

0 0 _ 6(r—m)(af+r—m)(p+L)
k(r—m)2—(af+r—m)(u+L)(r—m)
A= r—m —pu—L
k(r—m)—(utL)(aB+r—m)
0 af+r—m —0

El polinomio caracteristico de la matriz A* estd dado por det[A* — \I| =
N+ (pu+ L+8)N+ (6 + LOYA+ (r —m)d(pu+ L). El teorema de Routh
Hurwitz (Lancaster&Tismenetsky, 1985) dice que una condicién nece-
saria y suficiente para que las raices del polinomio caracteristico tenga
raices con parte real negativa, es que los determinantes de los menores
principales sean positivos, es decir

L] A1:M+L+5>O,
» Ag=(pu+L+0)0(u+L)—(r—m)d(p+L)>0y
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w Az = (r—m)o(p+L)[(p+L+06)(ppd+ L) — (r—m)d(u+L)] > 0;

Observe el lector que Az > 0 si Ay > 0, con la condicion de que
r—m > 0, lo cual verifica la conjetura hecha anteriormente con respec-
to a la inestabilidad de E°. Finalmente Ay > 0, si p+ L +3 > r — m;
con esta condicion el sistema es estable localmente. De lo contrario el
punto es inestable y se abre la posibilidad de la existencia de érbitas
periodicas que, por supuesto, hay que determinar de manera precisa.
Esta posibilidad es interesante. En general la condicién de estabilidad
de F* indica que la tasa de mortalidad total es mayor que la tasa in-
trinseca de crecimiento. Sin embargo no es de ninguna manera exagera-
do pensar que, auin en presencia de la enfermedad, la poblacién crezca
exponencialmente cerca de este punto de equilibrio si es perturbada.
Este crecimiento exponencial pudiera ser restringido, después de cierto
tiempo, por la enfermedad lo que generaria un acercamiento al punto
de equilibrio abriendo la posibilidad de ciclos. Obsérvese que ninguna
desigualdad depende de 3, la tasa de infeccién. Tenemos entonces que
la existencia del punto de equilibrio no trivial depende de la tasa de
infeccién, pero la estabilidad del mismo es independiente de (.

3.2. El nimero reproductivo

En la seccion anterior revisamos que el niimero reproductivo se calcula
obteniendo una aproximacién local del sistema de ecuaciones alrede-
dor del punto de equilibrio libre de la enfermedad donde el ntimero de
susceptibles es constante. En el caso del modelo que estamos tratan-
do aqui hay un detalle curioso e interesante no usual en los modelos
clasicos de epidemias. En este caso la poblacién de plantas constante
solamente es posible si 7 = m, es decir si la poblaciéon no crece ex-
ponencialmente sino que tiene a sus tasas de natalidad y mortalidad
exactamente iguales. En este caso existe un punto de equilibrio libre de
la enfermedad con x = zy como la poblacién en equilibrio. Bajo este
supuesto tenemos entonces que

Brv—py — Lv)y = 0
F(v)y — pzv—dv = 0,
que podemos reescribir de la forma de una ecuacién de punto fijo

du=u
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donde
_ B
((I)u>1 - /L-'-L’U’
(@U)Q — F(”)y_ﬁl'v
)
y

u:(g).

La matriz jacobiana correspondiente es la siguiente

-
D(P - M F/(l,;)y_ﬁx .

0 0

Calculando el radio espectral de la matriz anterior cuando r = m el
lector puede verificar que el niimero bésico reproductivo Ry esta dado
como (sugerimos al lector ver Velasco Hernandez,1999 para la relacién
entre el nimero reproductivo y el radio espectral de una matriz)

x
RO - 6 0 .
p+ L
Resumiendo los resultados obtenidos hasta ahora presentamos la si-

guiente tabla que nos proporciona informacién sobre la estabilidad de
los puntos de equilibrio que se encontraron:

Intervalo Puntos de equilibrio
—oco<r—m<20 EY es estable E* no existe
O<r—m<pu+L+96 E° es inestable E* es estable
r—m>pu+L+0 E° es inestable E* es inestable

Una vez estudiados los intervalos de estabilidad de nuestro modelo,
obtenemos que si se cumple la condicién y + L + 0 > r — m para el
punto de equilibrio E, nuestro sistema es estable. En caso contrario el
sistema es inestable, pero ;qué pasa cuando pu+ L+ 6 = r — m? En
este caso el polinomio caracteristico es

N4 (r = m)N2 4 (0 4+ LOXN+ (r —m)é(u+ L) = 0;

una raiz de este polinomio es m — r, por tanto la factorizacién es (A —
(m —71))(A2 +6(u+ L)), y las raices son
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AN = m-—r

es decir, nuestros eigenvalores cruzan el eje imaginario y, por consi-
guiente, nuestra conjetura sobre la existencia de orbitas periddicas es
reforzada: en este caso obtener eigenvalores puramente imaginarios da
lugar a una bifurcacion de Hopf (Place& Arrowsmith, 1982).

4. Simulacién para n-tipos de infeccion

El comportamiento de un sistema dinamico depende de sus parametros,
conforme éstos cambian, los puntos fijos aparecen, desaparecen o mo-
difican su estabilidad. Estos cambios cualitativos en la dindmica se le
conoce como bifurcaciones. En el caso de las bifurcaciones de Hopf se
generan atractores periddicos y cerrados denominados ciclos limite.

En las siguientes graficas mostramos el comportamiento periédico
(ver figura 1), del sistema (1), asi como el ciclo limite en el plano fase
(ver figura 2).

A continuacién presentamos una extension del modelo (Nunez-Loépez,
2004) donde estaremos suponiendo que existen n subtipos de organis-
mos infectados, con la idea de deducir la dinamica de la interaccién
entre ellos mismos. Como el caso de la influenza ejemplifica, habemos
organismos, seres humanos en este caso, que diferimos en nuestra re-
sistencia y tolerancia a la invasion por un patégeno. Esta diversidad
de organismos puede tener raiz genética y, en todo caso, expresa la
diversidad de tipos que es un factor muy importante en la evolucién
de las especies por el mecanismo de la selecciéon natural. El sistema,
generalizacion directa del de la secciéon anterior es el siguiente:
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Figura 1: Periodicidad del sistema con un sélo tipo de infeccion, x
representa organismos sanos, y organismos infectados y v representa los
virus libres. Con los parametros = 0.15,y = 0.0010,v = 0.015,r =
1,m=0.75,8=0.5,0=0.5,0 = 0.05,k = 100,a = 0.75 y C = 0.08.

(a) (b)

400 , , , , 2
300 ] 15
> 200 1 x 1
100 ] 0.5
0 0
0o 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
y y

Figura 2: (a) Ciclo limite en el plano fase, entre los virus libres y los
organismos sanos. El ciclo limite es el mas grande, el pequeno es un
ciclo transitorio. (b) Ciclo limite en el plano fase, entre los organismos
sanos y los organismos infectados.



78  MAYRA NUNEZ LOPEZ Y JORGE X. VELASCO HERNANDEZ

& = g(x) — Bav

b1 = d1Brv — (4 L))y — 1 Y civi
=2

o = ofiwv — (ju+ Lo(0))ya — y2 Y it + Caya
=3

n—2
yn.—l = ¢n_1ﬁfl§'1} - (,u + Ln—l(v))yn—l — Yn—1Cnln + Yn—1 Z Ci+1Y;
=1
n—1
Y = GnBv — (4 Ln(V))Yn + Yn Y Cir1¥i
=1

. ki’U
U:izlai+vyi—ﬁl'v—5v

donde Y | ¢; = 1. El modelo puede expresarse de manera concisa de
la siguiente forma para 7 =1, ..., n.

n i1
bj = 6;8rv — (4 Li(0))y; —y; Y et +y; > Cinbi
i=j+1 =1

Refiriéndonos a la ecuaciéon anterior, tenemos n organismos infecta-
dos que compiten entre si de manera jerdarquica (representado por las
sumatorias en cada ecuacién). La jerarquia competitiva se expresa en
dos partes. La primera sumatoria indica que el subtipo 1 (y;) compite
con todos los otros subtipos (y2, Y3, Ya, ---, Yn), €l tipo 2 (y2) compite
unicamente con los subtipos (Y3, Ya, ---, Yn), v asi sucesivamente. La se-
gunda sumatoria define que el subtipo competitivamente superior puede
desplazar a cualquiera de los subtipos inferiores a una tasa c;. Note el
lector que esto es la expresion de la superinfeccion descrita en la sec-
cion 2 pero ahora trasladada al contexto de competencia entre tipos de
plantas (recomendamos al lector interesado leer las referencias Nowak
& May (1994), y Tilman (1994)) donde esta equivalencia entre super-
infeccion y habilidad competitiva son equiparadas. Ademas del efecto
de competencia entre tipos esta el factor de la plaga o enfermedad que
los ataca expresada en los términos de interacciéon con el virus denota-
do por v de manera similar a la expresada en el modelo de la seccion
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anterior. Recordemos ademas que la funcién de crecimiento de los virus
esta dada como F(v) = a’fv, donde k es la reproduccion viral, asi el
parametro k; determina la resistencia del virus en el organismo ¢. Ca-
da c; representa el coeficiente de competencia. Sabemos que en el caso
de una especie este modelo presenta ciclos limite y sabemos también,
por nuestro estudio de la seccién 2, que la jerarquia competitiva induce
coexistencia. ; Qué sucederd en este caso?

Como caso particular de (7), presentamos nuestro modelo para tres
tipos de infeccién. La dinamica esta determinada por el siguiente sis-

tema de ecuaciones diferenciales:

z = z(r—m)— Pav

yi = ¢1fzv — (p+ Li(v)yr — yicayz — yicsys

Yo = ¢afzv — (u+ La(v))y2 — y2cs3ys + C2yotn (7)
Ys = ¢38xv — (1 + L3(v))ys + yscay1 + c3y3y2

. ]{?11) kQU l{?37j )
= — — 0.
v <a1+v>y1+ (a2+v>y2+ (a3+v ys — frv v

Los parametros para este caso de estudio son x = 0.15, y; = 0.001006,
y2 = 0.001,y3 = 0.001009,v = 0.1565,7 = 2,m = 0.48,5 = 0.5, 4 =
0.5,0 = 0.05,a = 0.74,C = 0.08,k; = 100,¢; = 0.2 y ¢; = 0.33 para
1=1,...,3.

Como podemos ver en las figuras 3 y 4, al igual que el caso con un
solo tipo de infeccién, es decir sin presencia de competencia entre infec-
tados, obtenemos un comportamiento periédico, por tanto en el plano
fase tenemos un ciclo limite. El parametro que determina la resisten-
cia k al igual que la mortalidad p es la misma para cada organismo
infectado, sin embargo la infeccién que prevalece es la del tipo 1.

Finalmente presentamos el caso de 5 y 6 tipos de infeccién (véase
figura 5), observamos que ninguna de las infecciones desaparece, pero
si se da el caso en que alguna de ellas es la mas dominante. En ambos
casos la tolerancia es una funcién constante y k tiene el mismo valor.

Los parametros empleados para el caso a) fueron z = 0.1565,y; =
0.001006, y2 = 0.001,y3 = 0.001888, y, = 0.001089, y5 = 0.001109, v =
0.1565,7 = 2,m = 0.75,6 = 0.5,u = 0.5,0 = 0.05,a = 0.75,C =
0.5,k; = 100,¢; = 0.5,¢; = 0.2 parai = 1,....5 y para b) = = 0.15,y; =
0.001006, yo = 0.001, y3 = 0.001009, y, = 0.001089, y5 = 0.001109, yg =
0.001111,v = 0.1565,r = 2,m = 0.75, 8 = 0.5, u = 0.5,0 = 0.05, k; =
100, ko = 80, ks = 90, k4 = 65, ks = 100, ks = 85,a = 0.75,C = 0.08,
01 =02,00=0.1,03=02,04 =0.2,05 =0.1,06 = 0.2 y ¢; = 0.5 para
1=1,...,6.
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Figura 3: Periodicidad del sistema 7, con tres tipos de organismos in-
fectados.

3 4 5 6 7
Tiempo

Figura 4: Tres tipos de infeccién vy, y2 v ys, el tipo de infeccién con
mayor incidencia es .

5. Conclusion

Los modelos matematicos han contribuido a delucidar la manera en
que las comunidades ecologicas se estructuran y a analizar claramente
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Figura 5: (a) Cinco tipos de infeccién, en este caso el de mayor inciden-
cia es el del tipo 5. (b) Seis tipos de infeccién y la mayor incidencia es
el del tipo 3. En ambos casos las y;s tienen las mismas condiciones.

el papel que la diversidad juega en este proceso. La competencia intra
e interespecifica es un fenémeno muy comun en la naturaleza que ha
sido ampliamente estudiado y del que queda todavia mucho, mucho que
entender. En este articulo hemos revisado tinicamente los modelos mas
simples de epidemias que nos permiten iniciar una exploracion en el
area pero quedan aspectos interesantes que atacar. Particularmente es
importante integrar el espacio, no solo el tiempo, en la dindamica pobla-
cional de la competencia y por ello invitamos a explorar al lector esta
fascinante area en donde la aplicacion de modelos deterministicos pero
sobre todo estocasticos estd proporcionando nuevas perspectivas y ha-
llazgos. Queremos senalar también que los modelos presentados en este
pequeno trabajo van mucho mas alla de la epidemiologia matematica.
Su generalizacion para incluir el espacio fisico ha permitido el desarrollo
de areas como la dinamica de procesos definidos sobre redes comple-
jas (aleatorias, pequeno mundo, libres de escala, etc) pues, en funcién
de su simplicidad, permiten identificar procesos y fenémenos clave que
con modelos mas complejos quedarian obscurecidos precisamente por
la complejidad inherente a las redes estudiadas.

Finalmente no nos resta mas que apuntar que hemos presentado
aqui una generalizacion tanto conceptual como matematica de uno de
los modelos mas basicos de la epidemiologia, el SIR, con el propédsito
de estudiar un proceso de importancia en la evolucién de las especies
que es la competencia. El andlisis matematico y la exploracion de las
consecuencias biolégicas del mismo que se ha presentado son minimas
y, por ello, invitamos al lector a hincarle el diente.
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