6. Sobre Teoria de la Medida

6.1. Convergencia débil en L? (X, u), donde (X, 3, u)
es un espacio de medida oc— finita y 1 < p < oc.
Continuidad de la aplicacién f — |f[".

Sea (X, %, u) un espacio de medida o— finita, 1 <p < ooy {f,},>; una

sucesién en LP (X, %, u). N

(i)Sip>1, f, w 0 siysolosi [, fu du— 0 para todo E € ¥ de medida
finita y el ntimero S = sup,,>; ||fal|, es finito.

(i) Si p =1, fn 0 siysolosi [, fndu— 0 paratodo E € Xy el
niimero S = sup,,5; ||fxll; es finito.

(iii) Para 0 < p < +oo0 la aplicacién L?(X, 3, u) — L' (X, 3, 1), f— |fIF,
es continua.

Solucién

(i) La condici6n es necesaria por el principio de acotacién uniforme y porque
para cada entero positivo n resulta | [, fn du| < || full, #(E)"/? cuando
FE es un subconjunto medible de medida finita. Reciprocamente, sie > 0
y g € L1(X,%, i), e > 0 por continuidad uniforme

34, 6 > 0, tal que/ lg|? dp<e?si E€ Xy u(E) <. (160)
E

Ademas
M, M > 0 tal que p ({|lg| > M}) < 6. (161)

Por otra parte, si (X}),~, es una particién numerable disjunta medible
de X con conjuntos de medida finita

3K, K €N, tal que si E = UE_ | X} entonces / lg|? < &9 (162)

X—-FE

También existe una funcién simple s soportada en

F={zeE: |g(z)| <M}
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tal que |s — g| < € uniformemente (cf. [49], Th. 4.13, pag. 54). Ahora

/fngdu‘é/ fngdu‘+/ fngdu‘+/fngdu‘-
X X—-E En{|g|>M} F

(163)
Por (162)

1/q
/ fngdu‘ <[ ol dus i, ( [ du) <se
X—F X—F X—-F

(164)

por (160) y (161)

1/q
/ fa g du‘ < Ifall, (/ lg|? du> <Se (165)
EN{|g|>M} {lgl>M}

/ fn g du‘ < / fn (g —35) du‘ + || fosdp (166)
F F

S/F|fn(g—8)| dp + fn s dp

/ansdu‘-

Por hipétesis de (166) resulta 1fm,, |fF fu g d,u| <e Sy por (163) -
(165) tenemos lim,,_, 4 ‘fX fa g du‘ <3S . Como ¢ > 0 es arbitrario
sigue (i).

<eS+

(ii) Sea h € L™(X, X, pu) y veamos que [, fn h dp — 0. Podemos suponer
h #0,0 < &< |h|l,, de modo que p({|h| >¢&}) > 0. Si (Xi),5,
es como en (i) tenemos {|h| > £} = UL {|h| > £} N X}. Luego existe
un entero positivo H tal que p ({|h| > &} N Xgy) > 0. No perdemos
generalidad entonces si suponemos que 0 < u ({|h| > £}) < oo. Por
lo tanto, hay alguna funcién simple ¢ soportada en {|h| > £} tal que
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|h — t| < & uniformemente (cf. [49], Th. 4.13, pag. 54). Tenemos

/fnhdu‘g‘/ fnhd,u‘nt‘/ fnhdu‘
X {Inl<€} {|n>€}

<€ lfull + ‘/ h—1) du‘ ‘/ fntd,u‘
{|h\>§} {|h|>¢&}

sss+snnm+¢/ ntw4
{|n|>¢€}

§2£S+‘/ fntd,u‘.
|h[>€}

Entonces por la hipétesis limy o0 | [y fo B du| < 2 € Sy como &
es arbitrario la condicion es suficiente. La condicidén es evidentemente
necesaria.

(iii) Si z > 0, y > 0 se tiene

lz -yl si 0<p<l,
2P —yP| < (167)
plr—yl@' —yP7") si 1<p<+oo.

En efecto, la desigualdad correspondiente a 0 < p < 1 es homogénea y
equivalente a
1-P<(1-0t)f, 0<t<1. (168)

La funcién a (t) = (1 =)’ +# — 1, 0 < t < 1, tiene derivada

d(t)=plrt - -0,

nula para t = 1/2. Evidentemente o'(1/2) < 0 y « alcanza su méximo
valor en ¢ = 1/2. Como « (0%) = a(17) = 0 entonces a > 0 y sigue
(168). Si1 < p < 400y z # y en [0,+00), por el teorema del valor
medio existe & entre x e y tal que

2" —yP|=p |l —y| & ' <plz—y| (a" '+
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y tenemos (167). Dadas f, g € LP (X,%,u), si 0 < p < 1 podemos

escribir
/Ilflp—|g|”|du§/ - gPdu,
X X

de donde sigue la afirmacién. Si 1 < p < 400 resulta

/ fP =19/’ dp < p/ FL =gl (LFP~ + 1glP™) dps
X X
<o [ =gl (77 + 1ol

<7~ all, [I1E/ + 1]

e inmediatamente sigue la tesis. [

6.2. Sobre las 0— algebras de Borel y de Lebesgue.

Con la notacién del Problema 5.12,

(i) Existe una funcién monétono - creciente continua f: I — I constante
sobre cada componente de I — 7.

(ii) La funcién F': [0,1] = R, F(z) = f(z)+z, es un homeomorfismo entre
[0,1] y [0,2].

(iii) F(T) tiene medida de Lebesgue uno, i.e. |F(T)| = 1.
(iv) Existe A C I medible Lebesgue tal que F(A) no lo es.

(v) Probar que la o— dlgebra de Lebesgue es estrictamente mayor que la de
Borel.

Solucién
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(i) Consideremos las funciones continuas

f12[—>I, fl(:v):<

f22[—>[, f2($)2<

¢

\

/

(3z)/2
1/2

3z —1)/2

(9z) /4
1/4
9z — 1) /4
1/2
(9z) /4 — 1

3/4

st

s1

S1

S

st

s1

s1

S?

S

st

0<z<1/3,
1/3 <z <2/3,

2/3 <z <1,

0<z<1/9,
1/9 < z < 2/9,
2/9 <z < 3/9,
3/9 <z < 6/9,
6/9 <z <17/9,
7/9 < x < 8/9,

8/9 <z <1,

Por construccién tendremos fo = fi sobre I—T", f3 = f, sobre I -T2,
etc. y |fn — fur1] <2771 puntualmente paracadan > 1.Sea f: I — [
la funcién f = f1+(fo— f1)+(fs—f2)+... Entonces f es continua porque
laserie Y >° | (fu+1 — fa) es uniformemente convergente. Ademaés, como
f(z) = lim, , fu(z) para cada = € I y cada f, es monGtona creciente
entonces f deviene mondtona creciente. Finalmente, dado N > 1 te-
nemos fy,.1 = fy sobre I —TV. Como T' D T? D ...y fnio = fas1
sobre I —TN*! entonces también fyyo = fyi1 sobre I =TV Asi fy =
fni1=... sobre I =TV ie. f|;_rn= fn ,i.e. f es constante en cada

componente de I — T

(if) Como F(0) = 0y F(1) = 2 entonces F' : [0,1] — [0,2] es suryectiva.
Como f es monoétona creciente entonces F' es inyectiva. Ahora sigue
(ii) porque I es compacto Hausdorff y evidentemente F' es continua.
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(iii) Podemos escribir I —T =92, S, donde
|S1| =1/3, |Sa|=1Ss5] =1/9, |S4| = ... =|S7| =1/(27), ...
Es facil ver que

[F(S)l=1/3, [F(S)| = |F(S5)] =1/9,

F(S4)| = ... = |[F(S)] = 1/(27), ...

Entonces F(T) es cerrado y

FT) =2~ |F(I-T)|=2- Y [F(s)| =2~ © - =1

(iv) Como F(T') tiene medida positiva contiene algin conjunto no medible
(cf. [18], Th. 1.17, pag. 12). Como F' : I — [0,2] es biyectiva, existe
entonces A C I tal que F(A) C F(T) y F(A) es no medible. Como
A C T entonces A es medible pues |T'| = 0.

(v) Notemos que x4 0o F~' = xp(a). Ademds A serd boreliano sii x4 es
medible Borel. Pero si x4 fuese medible Borel dado a € R tendriamos

(xao F )7 {(a,+00)} = (FH) ™" ({xa > a})

y x4 o F~! serfa medible Lebesgue. Como F'(A) no es medible sigue
(v). O

6.3. Semidlgebras de conjuntos, algebras generadas y
extension de ciertas funciones de conjunto dadas
sobre las primeras. Caso de la semialgebra de in-
tervalos semiabiertos a izquierda de R.

(i) Sea C una semidlgebra®" de conjuntos y sea u : C — [0,+00) tal que
(@) = 0si @ e C. Entonces u tiene una tnica extensién al algebra

81Por semidlgebra entendemos una familia de conjuntos C cerrada por intersecciones en
la que el complemento de cada miembro de C es unién disjunta finita de elementos de C.
Si C es una semidlgebra el conjunto vacio y la familia de todas las uniones finitas disjuntas
de elementos de C es un &lgebra, denominada algebra generada por C.
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generada por C si (a) Si un elemento C' € C es unién disjunta finita de
una coleccién {C;} C C entonces p (C) =Y p(C;); (b) Si un elemento
C € C es unién disjunta numerable de una coleccién {Ci};5, C C

entonces 1 (C) <>, p(Ci) -

(ii) Sea F' : R — R una funcién monétona creciente continua a la derecha y C
la semidlgebra de intervalos semiabiertos a izquierda de R. Si escribimos
i ((a,b]) = F(b) — F(a) entonces p verifica la condicién (a) de (i).

(iii) Si ademds —oo <a < b< 400y (a,b] C UL, (a;, b;] entonces

F(b) - Fla) < 3 (F() - Fla),

=1

donde F(—o0) = lim, , o F(z). El resultado también tiene sentido
para b = 400 si escribimos F(+00) = lim,, 1o F(2).

Solucién

(i) Supongamos que un conjunto A es representable como unién finita dis-
junta de dos subcolecciones {Ci}, ¢;,, ¥ {Dj}, ., de C. Fijado ¢, como
Ci = UJ%,Ci N D; por (a) obtenemos u (C;) = > 7, 1 (Ci N D;), i.e.

m

Don(C) =33 u(CGnD) =33 p(GN D) =3 u(Dy)

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
y podemos definir 1 (4) =37 | 1 (C;) . Claramente p deviene monétona
respecto a la inclusién de modo que si ademas {C;},»; € C es una
colecciéon numerable disjunta y C' = U;»1C; entonces para cada j > 1
se tiene p (U C;) < u(C). Luego Y7_, u(C;) < p(C) y haciendo
j — 400 deducimos Y oo, 1 (Ci) < p(C). Por (b) vemos entonces que
1 es numerablemente aditiva sobre el dlgebra generada por C, o sea u se
extiende a una medida sobre dicha dlgebra. La unicidad es inmediata.

(ii) Supongamos que

A=UL, (a;, bi] = U;‘n:1 (cjs dj], (169)
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donde tanto {(a;, bi]};<;<, como {(c;, d;|},_;.,, son familias disjuntas.
Podemos suponer entonces o

o <b <ap<..< Ap—1 < bn,1 <a, < bn: (170)

a<d <e <. < Cm—1 <dm_1 <cm <dm.

Sin =1 entonces ¢ = a1, dy, = b1, b =cjp1sil<j<my

m

Y F(d)) = Flej) = F(dp) = F(e1) = F(b1) — F(aw).

j=1

Si n > 1y asumimos el resultado cierto para < n y cualquier m sea
A = UM (a;, b, con b, < any1. Por (169) y (170) tenemos b, = d;
¥ (@n+1, bpy1] = UD_ ;.4 (¢, d;] para un tnico J € {1, ..., m —1}.
Por la hipdtesis inductiva escribimos

(Z+ > ) (F (dg) = Fle;) = Y (F(bi) — F(a))

j=1  j=J+1 i=1

+ F(bp+1) — F(ant1)
y, por induccién, sigue (ii).

(iii) Podemos suponer que S = >, (F(b;) — F(a;)) es finito. En primer
lugar, si a y b son finitos, dado € > 0 existen 6 > 0, n; > 0 tales que

Fla+6)<F(a)+e y Fbi+m) <F)+e¢

sii=1, 2, ... Como [a+d,b] C U2, (a;, bj+m) y |a,b] es compacto
existe un entero positivo N tal que

[a + 5, b] g Ui]il (ai, bz + 77,) . (171)

Podemos suponer que ningtn intervalo de la sucesién {(a;, b;] };-, estd con-
tenido en otro de la misma sucesién. Usando (171), si

ai, <a+06<b<b,+n,
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para cierto i; € {1, ..., N} por la monotonia de F' resulta
F(b) — F(a+06) < F(b,) +¢/2" — F(a;) < S +e. (172)

Sia, <a+6 < by +mn;, perob > b, +n;, existe iy € {1, ..., N} tal
que a;, < b, +n;, < b;, + n;,. En particular, notemos que a;, < a;,. Si
b > b’iz + Ni, existe 13 € {1, . N} tal que a;; < bi2 + i, < big + M,
y ai, < a;,. Continuando de esta manera, existird & € {1, ..., N} tal
que b, +n;, >b>a; ya;, <a;, < ... <a;. Entonces

F(b)— F(a+0) < F(bi, +m,) — F(a;,) (173)

<> (F(b;) — F(a;,) +¢/29) < S +e.

j=1

Por ser F' mondtona y continua a derecha si 6 — 0% en (172) o (173)
obtenemos 0 < F(b) — F(a) < S+ ¢y como ¢ > 0 es arbitrario
tenemos el resultado. Si @ = —oco y b es finito para K < 0 tenemos
F(b)— F(K) <Y.:2, (F(b;) — F(a;)) y, como F es continua a derecha,
basta hacer K — —oo. Analogamente se procede en el caso b = +o0.
U

6.4. Algunas integrales de Riemann - Stieltjes.

Sea F(z) =z + [z], = € [0,4+00).

(i) Calcular f02 2?2 dF(z).

(ii) Determinar los valores o € R tales que 1/(1+ z)* € L* ([0, +00), dF).
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Solucién

(i) Como x — z? es continua sobre [0,2] y F' € BV [0, 2] existe f02 x? dF ()
(cf. [6], Teorema 3.2, pag. 36). Si N € N escribimos

oN+1

vi (k=1 k k—1)?
(OaQ]ZU%; (2—N’ Q—N], QON:Z<2—N> X(k5, &

k=1
Entonces

2N+1

[ovar=5 () [r () - ()
- 2 () < (-5) ()

1<k<2N+1
k#£2N

1<j<2N+ 1
j#2N -1

— (2N+1 — 1) 2N+ (2N;—;_ 1) /6 B (2N B 1) + O(N)

B 8 1 1 1 1
- g B ON+1 B QN +2

de donde limpy_, 1o f02 ony dF = 8/3 y, como F es creciente, 72 es
acotada y Riemann - Stieltjes integrable, f02 z? dF(z) = 8/3 (cf. [6],
Teorema 3.3, pag. 37).

)+0(N)

(ii) Fijado N € N hacemos ahora

2k . —a
-1)N
o= (1+55)  xape gy h2

' ok
=1 ’
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Entonces

+ 2

h=0 2kp _ . _2K(h+1)
N SI<T—

Por (174) tenemos

) N 2N
h_mk_)+oo/0 YN dF > m,

de manera que 1/(1 + z)* ¢ L' ([0,400), dF)sia <1.Sia =1en
(174) y hacemos N = 2" obtenemos

2" -1 on—k (h+]2n—k)

/ D D N (7)o ey

h=0 2k-np<j<2k="n(h+1)

2" —1

h

= ; (h+2)(h+2—20F)

Por lo tanto

2n
lim, e /0 Yoo dF > Z T

h=

y evidentemente 1/(1+z) ¢ L' ([0,+00), dF).Siz >0, >0,a>1
resulta

T+e
= (x+e) "= a/ vV dr<aex ! (175)
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y por (174) y (175):

D>

h=0 2kp _ . _2k(n+1)
<y

2h+1

N
<« —-
hz:% (h 41— N/2k)>H

Como z — 1/(14x)* es continua sobre [0, N] y F' € BV [0, N], usando
(174) y (176) deducimos

N 1 _ N
—— dF =1i oo F 1
/0 g @) = T /0 b d )
N-1
2h +1
<
_( hz (h+1)°*

En definitiva 1/(1 4+ 2)* € L' ([0, +00), dF) sii @ > 1, en cuyo caso

too g IR 9m+1
/ L dF@)<a) L
o (1+u2) — (h+1)
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6.5. Anillos, semianillos y algebras de conjuntos. Todo
semianillo cerrado por uniones finitas es anillo. Si
S es semianillo y As es el anillo generado por S, el
o— anillo generado por § coincide con el generado
por As. Si X es un conjunto no vacio, £ es una
familia de subconjuntos de X cerrada por uniones
e intersecciones finitas, A es la clase de uniones
finitas disjuntas de miembros de K o de conjuntos
del tipo K —H, K, H € K, A es el algebra generada
por K.

i) Dar ejemplos de anillos y dlgebras de conjuntos. 2

ii) Dar ejemplos de semianillos. 33

(
(
(iii) Mostrar que todo semianillo cerrado por uniones finitas es un anillo.
(iv) Si S es semianillo y Ag es el anillo generado por S, S (As) = S (S),
i.e. el o— anillo generado por S coincide con el generado por Ag. %

(v) Sea X conjunto no vacio, K una familia de subconjuntos de X cerrada
por uniones e intersecciones finitas, A la clase de uniones finitas dis-
juntas de miembros de K o de conjuntos del tipo K — H, K, H € K.
A es el dlgebra a (K) generada por K.

Solucion

(i1) Si X = R" sea A, la clase de uniones finitas de conjuntos del tipo
II;, @, bi), donde —o0 < a; < b; < +00, 1 < i < n. En particular,

82Dado un conjunto X llamamos anillo a toda clase no vacia de partes de X cerrada
por uniones finitas y diferencias. Denominamos dlgebra a toda clase no vacia de partes de
X cerrada por uniones finitas y complementos.

83Llamamos semianillo de partes de un conjunto X a toda clase S tal que ) € S, S es
cerrada por intersecciones y dados A, B € S tales que A C B existen Ag, A1, ..., A, en
Stalesque A=A C A C...CA,=ByA; —A,_1€8si1<i<n.

84Por o— anillo de partes de un conjunto X entendemos toda clase no vacia cerrada por
diferencias y uniones numerables.
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es facil ver que A; es un anillo y, evidentemente, no es dlgebra. Como
para conjuntos A, B, C se verifican las identidades

AxB—-CxD=(A-C)xBUAx (B-D),

(AUB)xC=AxCUBXxC, Ax(BUC)=AxBUAXxC
entonces A, es anillo en general.

(i2) Si X es no numerable, la clase de partes numerables de X es otro
ejemplo de anillo que no es algebra.

(i3) Si X es no numerable, la clase de partes de X que son numerables o
tienen complemento numerable es un dlgebra (por lo tanto anillo).

(i4) Sea E una parte no vacia de X y sea A (F) el anillo generado por E.
Entonces A (E) = {0, E} y A(F) no es un &lgebra.

(i5) Sea E una parte no vacia de X y sea Ag el anillo generado por las
partes F' de X que contienen a E. Ahora

Ap={FeP(X): ECFoFNE=0}. (178)

En efecto, si F, G € P(X), ECF o E C G entonces E C FUG. Si
F'y G son disjuntos con E también lo es su unién. Como

ECF ECG=(F-G)NnE =1,
ECF, ENG=0=ECF -G,
ENF=0, ECG=(F-G)NE =10,

ENF=ENG=0=F-GNE=0

el miembro derecho en (178) es un anillo que contiene a toda parte
de X que contenga a FE. Ademads, si una parte F' de X contiene a F
entonces pertenece a Ag mientras que si es disjunta con E entonces
E C X —F. En este caso X — F € Ag y, como X € Ap entonces
F € Ag. En definitiva es valida (178) y Ag es un dlgebra.
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(i6) Suponiendo que X tiene mas de dos elementos, sea D la clase de todos
sus subconjuntos con exactamente dos elementos y Ap el anillo gene-
rado por D. Ahora si x1, z9, x3 son elementos distintos de X tenemos
{z1, xo} N {x1, 23} = {21}, es decir, Ap debe contener los conjuntos de
un solo elemento. En consecuencia Py (X) C Ap y, como D C Py (X)
entonces Ap = Py (X). En este caso Ap serd dlgebra si y solo si X es
finito.

(ii1) Si X es un conjunto la clase formada por el conjunto vacio y los con-
juntos de un solo punto es un semianillo.

(ii2) En la recta real, la clase de intervalos del tipo [a,b), con a < b, es un
semianillo.

(ii3) Sea R un reticulado de partes de un conjunto X. ¥ Sea S la clase de
conjuntos del tipo £ — F, donde E, F' son elementos de Ry F' C E.
Evidentemente () € S y, si E; — Fy, E, — F, pertenecen a S entonces

(Bi—F)N(By—F) = (EiNE) — (EiNFKUENF),
E.NFRUENF C E N E,

ElﬂFQUEgﬂFlem, E.NE,ecR

y (B1—F)) N (Ey— Fy,) € 8. Supongamos que E, — Fy, Ey — I,
pertenecen a Sy E; — F} C Ey — F,. Entonces

E,—-FLCENE,—E NF,CE,—F,
y(EQ—FQ)—(ElﬂEQ—ElﬂFQ), (ElﬂEQ—ElﬂFQ)—(El—Fl)y
Ei N Ey — E; N F, pertenecen a S porque

EiNEy,— EiNE,CEy— I,

Ei—-F CENEy—E NFy,

Ey, — F, C BN Ey,

85Por reticulado entendemos toda clase de conjunto que contiene al vacio y es cerrada
por uniones e intersecciones finitas.
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(iii)

y ademas

(EQ—FQ)—(ElﬂEQ—ElﬂFQ):EQ—(ElLJFQ),

(ElﬂEQ—ElﬂFQ)—(El—Fl) :(EgﬂFl)—FQ,

y por ser R un reticulado S es un semianillo. Notemos que, en ge-
neral, § no es un anillo. P. ej. si R consiste del conjunto vacio y de las
semirrectas (¢,4+00), ¢ € R, entonces S contiene al conjunto vacio y
a los intervalos del tipo (a,b], a < b en R, o sea S no es cerrado por
uniones finitas.

Sea & un semianillo de partes de un conjunto X y sea R la clase
de uniones finitas disjuntas de elementos de S. Evidentemente R es
cerrada por intersecciones y uniones finitas disjuntas. Si E;, F; € Sy
FE, C F; entonces F; — E; € R. En efecto, existen

Go=FE,CGC..CG,=F
en S tales que G; — G;_1 € Ssi 1 <i<n. Ademas
F1 - E1 = U?:l (Gz - Gi—l) ;

donde la union es disjunta. Sea ahora Fy € S, Fy € R, E; C Iy y
veamos que Fy, — Fy, € R. Podemos escribir F, = UTlej, donde la
unién es disjunta y {H;},_;.,, € S. Entonces

Fy— Ey = U;'n:1 M1 (Hj — (B2 N Hy))

= UjL Hj — (E2 N H))

y, por la observacion anterior y la naturaleza de los elementos de R
sigue la afirmacién. A continuacién, sea F3 € R, F3 € R, E3 C F3.
Escribimos E3 = Up_ K}, F35 = Ul L;, donde {Kk}1gkgp y {Ll}1§zgq
son subfamilias disjuntas de S. Entonces

F3 - E3 = U?:l ﬂﬁ:l (Ll - Ll M Kk) 3

la unién es disjunta; I,—L;,NK; € R paracada k, | porque L,NK; C L;,
S es cerrado por intersecciones y S C R; My_, (L, — Ly N Kj) € S pues
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S es cerrado por intersecciones. En consecuencia F3 — F3 € R. Como
R es cerrado por uniones finitas disjuntas entonces, por la naturaleza
de sus elementos, es cerrado por uniones. En definitiva R es un anillo y
contiene a Ag, esto es, al anillo generado por §. Como todo elemento
de As es unién de miembros de S (cf. [19], Chapter I, Sec. 5, Th. B)
entonces R = Ag y, en particular, sigue (iii).

(iv) Evidentemente S (As) 2 S(S). Ademds si E € S (As) hay una suce-
sibn D de partes de Ags tal que E € S (D) (cf. [19], Chapter I, Sec.
5, Th. D). Como cada elemento de D puede cubrirse con un niimero
finito de elementos de S (cf. [19], Chapter I, Sec. 5, Th. B) entonces
D C S(S),dedonde S(D)CS(S)y E€S(S).

(v) Evidentemente L C A C a(K) y A es cerrada por uniones finitas. Bas-
tard ver que A es cerrada por complementos. Sean

n
A =\JK! - H, H CK!, {H;, K} ., Ck, I=1,2,
=1

donde las uniones son disjuntas y eventualmente algunos H! s pueden
ser vacios. Ay, Ay € Ay

Al — A2 = U Bi,J7
1<i<ni,
JeP({1,...,n2})

I

B, = Kz'lﬂﬂjEJH; — (H}UUke{L...,nz}—JKg) -

Por ser K cerrado por uniones e intersecciones finitas, cada B; ; es
diferencia de miembros de K y es realizable como miembro de A. Si
1<i,1<m,dJ, LeP({l,..,n}), como

BiyNB, C (K —H})N (K — H))

sigue que ¢ =1 si B; ;N B, # 0. Si ademds existese h € J— L entonces
H? — K} # 0, 1o cual no es cierto. Luego J C L y, por la misma razén,
L C J,ie. L =J. Entonces {B; s} es disjuntay A; — A, € A. O
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6.6. Medidas sobre la o— algebra generada por un o—
anillo de partes de un conjunto X que no es o—
algebra. Medidas semifinitas. Medidas saturadas.
Integracién de funciones localmente medibles.

(i) Sea R un o— anillo de partes de un conjunto X que no es o— algebra y
sea A (R) la o— élgebra generada por R.

(a) A(R)=RUR y RNR® =0, donde R = {E : E°€R}.

(b) Si p es una medida sobre R sea i (F) = u(E)si E € Ry p(FE) = o0
si E € R¢. Entonces fi es una medida sobre A (R).

(c) Si p es una medida sobre R sea p(E) = sup{u(F): FeR, FCE}
siE€Ry pu(E)=p(E)si E€R. También p es una medida sobre
A(R).

(ii) Sea (X, B, p) un espacio de medida.
(a) Si p es o— finita entonces es semifinita y saturada.®

(b) Sea C la coleccién de partes localmente medibles de X. Si E' € C defi-
nimos (E) = p(E) si E € By pu(E) = 400 si E ¢ B. Entonces
(X, C, p) es un espacio de medida saturada.

(c) Si p es semifinitay E € C sea i (E) = sup{u(B): Be B, BC E}.
Entonces (X, C, 1) es un espacio de medida saturada y i extiende a
1L

(iii)(a) Una funcién f es localmente medible®” sii es i— medible.
(iii)(b) Si f es localmente medible y no negativa a.e. y se define

/fduz sup /cpdu-
X o<f, X

p—simple

8 Decimos que una medida es semifinita si todo conjunto medible, de medida infinita,
contiene subconjuntos medibles de medida arbitrariamente grande. pu es saturada B con-
tiene a todo subconjunto localmente medible de X. Si E C X, E es localmente medible si
ENnFeBtodavezque Fe By u(F) < +oo.

87Una funcién es localmente medible si lo es su restriccién a cada subconjunto medible
de medida finita.
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Si u es semifinita entonces [, f du= [, f dJ.
Solucién

(i)(a) Debe ser RNR® = () pues R no es o— é&lgebra. Bastard ver que el
conjunto R = R UR® es o— algebra pues A(R) O RUR® . Veremos
que

R-RCR,RE—R‘CR,R—R°CR, RR—RCR* (179)

RURCTR, RUR®C R, REURE C RE. (180)

La primer inclusién es inmediata. Si E; € R¢ y F; € R° entonces
EY —Ff =F — Eyy Ef — FT € R porque Ef y FY¥ pertenecen a R.
Asi Fy — E; € R y, analogamente, E; — F; € R, i.e. R —R¢ C R. Si
Ey e Ry F; € R€ resulta

E2_F2:E2_E20F2, EQﬂFQZEQ_FQC,

Ey — F§ € R porque {E,, F5} C R. Como R es cerrado por diferen-
cias obtenemos Ey — F, € R. Ademas, ES € R¢, F, — Ey; = ESNFy y
R¢ es cerrado por intersecciones. En efecto, si {F3, F3} C R resulta
(EsN F3) = E§U Fs, E§U Fy € R porque R es cerrado por uniones
y asi F3 N F3 € R¢. En definitiva, R es cerrado por diferencias. Obvia-
mente RUR C R. Si Ey € R, Fy € R tenemos Ff — F; = (Ey U Fy)°
y Ff — Ey € R, i.e. RUR® C R Ahora, si {E5, F5} C R° resulta
(Es U F5) = EENFf y R es cerrado por intersecciones. Ciertamente,
si {Eg, Fs} C R entonces

E6ﬂF6:E6UF6—E6AF6.

Como R es cerrado por uniones y diferencias Fg N Fy € R. Luego
R¢UR® C Ry sigue (180). Finalmente, como R es cerrado por
uniones numerables, por (180) bastard ver que si {G,},~; € R en-
tonces UX G, € R. Como R es cerrado por uniones finitas podemos
suponer que la sucesién {G,}, ., es creciente. Tenemos

Une1Gn = G1U UL, (Gry1 — Gi)

y, por (179), {Gni1 — Gr}oy € R. Luego UZ2,G,, € R°UR y, por
(180), U= ,G,, € RE.
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(i)(b) Basta ver que 11 es o— aditiva. Sea {E,},5; € A(R) una sucesi6n
disjunta, £ = UX ,E, y veamos que I (E) = Y > i (E,) . Podemos
suponer que {En}n>1 NRE # 0 por lo cual Y 7 71 (E,) = oo. Como
R y R¢ son cerrados por uniones numerables, por (180) deducimos que
EeRyu(FE)=occ.

(i)(c) Veamos que u (GUH) = u(G)+ p(H) si G € A(R) y H € R¢. En
efecto, siG € R es GUH e R¢.SiJ € Ry J C H entonces GNJ =
en Ry

WG U T) = u(G) + u(7) < u(G UT).
Como J es arbitrario py (GUH) > p(G)+p(H).SiLe Ry LC GUH
entonces L = GNLUH N L. Sabemos que GNL € R pues R es cerrado
por intersecciones y H N L = L — H® pertenece a R por ser diferencia
de miembros de R. Luego

p(l)=p(GNL)+p(HNL) < p(G)+ p(H) (181)

y por ser L arbitrario sigue la afirmacién en este caso. Si G € R¢
tenemos G N L € R y se verifica también (181), con lo que

p(GUH) < p(G) + p(H).

Para la desigualdad contraria podemos suponer que p(G) y u(H) son

positivos. Sean 0 < £ < min {,u } Kg, Ky € R tales que
p(Kg) > u(G)—¢, p(Ku) > H(H)—s Ks C Gy Ky C H. Entonces
KGvUKHER, KGUKHQGUHY

= 1 (Kg) + p(Kn) > pl(G) + p(H) — 2.

Como ¢ es arbitrario tenemos la afirmacion. Como R y R€ son cerrados
por uniones numerables bastard ver entonces que si {F},.; € R es
una sucesion disjunta y F' = U, F,, entonces p(F) = Y u(F,).

En particular, ya sabemos que u es o— finita sobre R¢. Si L € Ry
L C F resulta L = U, (F,N L)y, para cada n, F, N L € R. Por lo

tanto o o
p(L) =Y u(F,NL) Z
n=1 n=1
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y, por ser L arbitrario, u (F) < 3° | pu(F,) . Para la desigualdad con-
traria, como y es mondtona podemos suponer que p (F;,) < +oo para
todo n. Si N € N tenemos

Y p(F)=p (U Fn) < u(F)

n=1
y haciendo N — +o0 sigue (i)(c).

(ii)(a) Sea {X,},-,; una sucesién creciente de conjuntos de B de medida
finita cuya unién es X, Y € B tal que p(Y) = +o00. Como

Y =U2,X,nY y X,nY 1

entonces lim, , o 1 (X, NY) = 400 y u es semifinita. Ademds, si YV
es localmente medible entonces Y € B porque X, NY € B para cada
n.

(i) (b) Evidentemente C es una o— dlgebray B C C, de manera que j esta bi-
en definida. Ademds f es no negativa y p (@) = 0. Sea {E,},»; C C
una sucesién disjunta y £ = Up2, E,. Si {E,}, ., C B entonces

()= 7i(E,) (182)

pues i [g= p. Si {En},5; € B el miembro derecho en (182) es infinito.
Deber4 ser i (E) = +oc porque, en caso contrario, para cada n ten-
driamos F,, = E, " E y E, € B por su local medibilidad. Concluimos
que g es una medida. Sea G una parte g— localmente medible de X
y veamos que G € C. En efecto, si ' € By u(F) < +oo entonces
L(F) <400y FNG €eC. Sifuera FNG ¢ B seria i (FNG) =400
lo que no es posible. Luego FFNG € By sigue (ii)(b).

(ii)(c) Es inmediato que C es una o— é&lgebra que contiene a By que [i
extiende a pu. Sean By, B, € C disjuntos y veamos que

1i(B1 U Bp) = i(B1) + 1i(Bz).

Podemos suponer que ji(B;) y 1i(Bs) son finitos. Si (B; U By) = 00
existe E € BN P (B; U By) tal que u(E) = +oo o hay una sucesion
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{En},>1 € BNP (By U By) de conjuntos de medida finita tales que para
n € Nes p(E,) > n . Por la semifinitud de u la segunda posibilidad se
da seguramente. Sin € N es

En:BlﬂEnUBQHEn, BlﬂEnGB, BQﬂEnGB,

de modo que n < p(BiNE,) + u(B2NE,),ie u(BiNE,) > n/2
o u(ByNE,) > n/2. Como n es arbitrario i(B) y 1i(Bz2) no pueden
ser ambos finitos, contrariamente a la hipétesis, i.e. fi(B1 U By) < +00.
Ahora, si G € BNP (B; U By) entonces G = BiNG U By NG y como
u(G) < +o00es {BiNG, BoNG} C B. Asi

1(G) = p(BiNG) + p(ByNG) < i(Br) + i By),

y como G es arbitrario ji(B;) +(By) > 1 (By U By) . Podemos suponer
i (By) y p(Bs) positivos, y si € > 0 sean G1, Gy € B partes de By y
B, respectivamente tales que p (G;) > 1 (B;) —¢/2, i =1, 2. Entonces
G1UGy € BNP (B U By),

i (BiU By) > p(GLUGy)

= p(G1) + u(G2) > 1 (By) + 1 (Bz) — €

y, siendo ¢ arbitrario, sigue la afirmacién. En consecuencia i es finita-
mente aditiva y es claramente monétona, de donde sigue facilmente que
1t es o— aditiva. Evidentemente todo conjunto zi— localmente finito es
u— localmente finito y por lo tanto, pertenece a C, i.e. (X, C, 1i) es
espacio de medida saturada.

(iii) (a) Trivial.

iii)(b) Como 11 extiende a pes [ f du < [, f di. Ahora podemos suponer
i pes [y fdu< [y fdi
Jxfdi>0y [ fdu<+4o0. Sea0<r < [,fdiy e una funcién
fi— simple tal que ¢ < fy [, ¢ dfi > r. Existe n € N tal que

n
Y = E Sj %Ej)
Jj=1

con s; € (0,+00) y E; € C disjuntos, 1 < j < n. Fijado j, i (E;) < +00
pues fo dp < +oo y hay un subconjunto p— medible F; de E; de
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modo que
/ Fdu>> s p(Fy) >r.
X o1

Como r es arbitrario sigue la tesis. [

6.7. Sobre o— anillos hereditarios, medidas exteriores
y subconjuntos no medibles (Lebesgue) de R. Un
conjunto de funciones integrables que se identifica
con el espacio /' (N, R).

(i) En los apartados siguientes se consideran funciones de conjunto pu*,

definidas sobre o— anillos hereditarios®® H de partes de un conjun-
to no vacio X. Decidir en qué casos se trata de medidas exteriores.

(i)(1) Fijadoz € X, para H =P (X) ypara A€ Hes: p*(A) =0siz ¢ A
y p*(A) =1six € A

(1)(2) X es un conjunto de cien objetos dispuestos en un cuadro de diez filas
y diez columnas. Sea H =P (X) y, si A € H, sea u* (A) el nimero de
columnas que contienen elementos de A.

(i)(3) Sea X =N, H=P (N). Si A € H sea

(1)(4) X es arbitrario, H la clase de partes numerables de X y u* (A) = §A.

(ii) Dadas {p;}ys; ¥ {ck}gs1 - sucesiones de medidas exteriores sobre H y
de (0,+00) respectivamente, la funcién de conjunto p* = Y77, ¢
es una medida exterior sobre H.

(iii) Sean pf, ps medidas exteriores finitas sobre P (X)), p* = pi + p5. Sean
A1, As v A las o— algebras asociadas a uj, ps y p* por el proceso de
Carathéodory respectivamente. Entonces A = A; N As,.

88Una clase no vacia de conjuntos es hereditaria si contiene a los subconjuntos de cada
uno de sus miembros.
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(iv) Sea p* : P (R) — [0, +00] la funcién definida para A C R: p*(A) =0 si
A es numerable; p* (A) =1 si A es no numerable y existe un intervalo
acotado I tal que A — I es numerable; pu*(A) = +oo en los demds
casos. Entonces p* es medida exterior. Determinar los conjuntos pu*—
medibles segin el proceso de Carathéodory.

(v) Sea (X,d) un espacio métrico y ¢ un nimero real fijo. Para cada sub-
conjunto A de X se define
(i (A) = sup { inf ) (diam (Ak))c} :

e>0 | {Ak}r21 €P(X): A=URZy A, diam(Ax)<e 4=
Probar que y es medida exterior.

(vi) Sea m la medida de Lebesgue en en R y m* la medida exterior asocia-
da. Todo subconjunto de R de medida exterior positiva contiene algin
subconjunto no medible.

(vii) Consideremos N con la topologia discreta, p la medida sobre N tal que
i ({n}) =1 paran € N. El conjunto J, (N) de funciones integrables se
identifica con el espacio I* (N,R) (v. 6.19).

Solucién
(1)(1) Evidentemente p* es medida exterior.

(i)(2) Sean Ay, A2 € H y ¢1, ..., c1p las columnas en las que podemos
arreglar los elementos de X. Sean ¢;,, ..., Cipriapy Y Cits =+ 5 Ciuniay)
las columnas que contienen elementos de A; y A, respectivamente.
Podemos suponer p* (A;) < p* (As2) y que hay exactamente s columnas
que contienen elementos de A; y de A,. Entonces

pr (AL U Ag) = p" (A1) 4 p* (Az) — s < p” (A1) + p* (Ag) -

Inductivamente sigue que p* es finitamente subaditiva. Evidentemente
p* es monétona. Como para toda parte A de X es 0 < p*(A) <10y
p* (A) = 0sii A =0 entonces p* es medida exterior.

(1)(3) En este caso p* no es medida exterior, ya que si para cada entero
positivo n es A, = {n} entonces p* (UA,) = p* (N) = 1y, para cada
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(ii) Evidentemente p* es moné6tona y p* (B) = 0. Sea {A,},~, una sucesién
de elementos de H y k£ € N. Entonces -

k 00
Do (Ui An) <> e > (An)
j=1 n=1

=226 m5(An) <D out ()

y, por ser k arbitrario, u* es medida exterior.

(iii) Sea E € A1 N Ay, A€ P (X). Entonces

o (A) = p (A) + p; (A)

2
> 3 [0 (ANE) 4 5 (A= E)] = " (AN E) + 4" (A~ B),
i=1
de modo que E € A. Por otra parte, si F' ¢ A, existird B € P (X) tal
que uj (B) < pf (BN F)+ pi (B —F). Por lo tanto

p* (B) = pi (B) + p3 (B) < pi (BN F) + pi (B = F) + p3 (B)
S (BNF)+pu; (B—F)+p;(BNF)+ 5 (B~ F)

=p (BNF)+pu (B-F),
ie. F ¢ A

(iv) Claramente p* () = 0. Sean A, B partes no vacias de R, A C B. Si
B es numerable entonces A también lo es y p* (4) = p* (B) = 0. Si
B es no numerable y existe algin intervalo acotado I tal que B — I
es numerable también A — I resulta numerable. Si A es numerable
uw (A) =0<1=p*(B).Si Aesnonumerable u*(A) = p*(B) =1
y concluimos que p* es monétona. Sea {A,}, ., una sucesién de partes
no vacias de R y veamos que p* (U2, A,) < Y07 u* (A,). Podemos
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suponer que la serie anterior es finita y que U2, A, es no numerable.
Por la definicién de p* ha de existir F € Py (N) tal que p*(4,) =1
sin e Fy Y o pnw(A,) = tF. Ademds Upen_r A, es numerable y,
para cada n € [, existe un intervalo acotado J, tal que A, — J, es
numerable. Si J es un intervalo acotado tal que U,crJ, C J, como

o An —-J g UnEN—FAn UUnEF (An - Jn)

n=1

el conjunto US® ; A, —J deviene numerable y p* (U, A,) =1 < §F. Por
otra parte, sea M la 0— 4algebra de conjuntos p* medibles segin el pro-
ceso de Carathéodory. Veamos que un conjunto no vacio F pertenece a
M sii no hay algin intervalo L tal que LNE y L— F son no numerables.
En efecto, si hubiere un tal intervalo seria

L= ' (L) < p* (LN E) + ' (L— E) =2,

con lo que E ¢ M. Reciprocamente, si E no es medible existirda C C R

tal que p* (C) < p* (CN E) + p* (C — E) . Necesariamente
p(C)=p (CNE)=p"(C-E)=1,

C,CNE yC— FE son no numerables y existe un intervalo K tal que

C — K es numerable. Tenemos entonces C' C K U N, donde N es algiin
subconjunto numerable de R. Como

CNECKNEUNNE, C-ECK-FEUN-F
los conjuntos K N F' y K — F son no numerables.

(v) Fijado € > 0 escribiremos

o0

. (A) = inf Z (diam (Ag))¢,

{Ar}>1€P(X): A=UiZ,; Ak, diam(Ag)<e 1

con A C X. Notamos que p_ () = 0y pf. es monétona: si A C By
{Bk})>; es una sucesién de partes de X de didmetro menor que ¢ cuya
unién es B entonces A = Up>1 AN By, y diam (A N By) < diam (Bg) < ¢
para todo k. Entonces

. (A Z (diam (A N By))" Z (diam (Bg))*
k=1 k=1
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y, por ser {By},., arbitraria, u} (A) < p; (B). Sea {Cyn},>, una
sucesién de partes de X, C' = Up>1Cy. Para ver que p}, es o0— sub-
aditiva podemos suponer que ) ., p; (Cyp) es finita. Si § > 0 para
cada n hay una particién {C,, .}, -, de C, por conjuntos de didmetro
menor que ¢ tal que Y > | (diam (Cp )" < pi, (Cn) + 2776, Luego
{Cn,m}n>1,m>1 es particién de C' en conjuntos de didmetro menor que
£y

<Y (up (Co) +27m8) =D (Cr) +6.
n=1

n=1

Como ¢ es arbitrario cada p , es medida exterior. Como p = sup,.q p17.
bastard probar la o— subaditividad de p}. Sea {D,},~;, € P(X) y
supongamos, sin perder generalidad, que p (D) > 0, con D = Uy,>1D,,.
Si0< ¢ < (D) existe & > ( tal que

¢ <ppe(D) <Y e (Dn) <Y pe(Dy)
n=1 n=1

y, por ser ¢ arbitrario, pf (D) < > 0% ¥ (Dy).

(vi) Sea A C R tal que m*(A4) > 0 y supongamos, sin perder genera-lidad®’,
que AC[0,1).Siz, y€[0,1) escribimos z+y=z+ysiz+y<ly
x4y =x+y—1siz+y > 1. Por el axioma de eleccién, hay un subcon-
junto P de [0,1) que contiene un representante de cada clase del espa-
cio cociente [0,1) /Q. Sea {r,},-, una enumeracién de QN [0, 1) tal que
ro =0y sea P, = P+ r,, n>0.Entonces [0,1) =, -, P, donde la
unién es disjunta, y por la invariancia por traslaciones de la medida ex-
terior, m* (P,) = m* (P) para cada n. Necesariamente, P es no medible.
Suponiendo que todo subconjunto de A es medible para cada n escribi-
mos F,, = ANP,. En particular, F, es un subconjunto medible de P, y,
puesto que la operacién + es asociativa, E, + (1 —r,,) C P. La medida

89Como A = J,,ez AN[m,m+1) y m*(A) > 0, por la 0— subaditividad de la medida
exterior existird m € Z tal que m* (AN [m,m + 1)) > 0.
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de Lebesgue es inva-riante por +— traslaciones (cf. [41], Ch. 3, §4, Lem-
ma 16, pdg. 63) de modo que m (E, + (1 —r,)) = m(E,). Sean > 0
fijoym >0, F, =E,+(1—r,)y Fom = F+rn. Entonces {F,n},.<0
es una familia disjunta de conjuntos medibles, m (F,,,) = m (F},) para
todo m y m (Up>0Fnm) = _,,50™ (Fn) < 1, de modo que m (£),) = 0.
Luego m (E,) = 0 para todo n y resulta m*(A) = 0, lo cual no es cierto.

(vii) Seaw € J, (N) , i.e. . (u) y p*(u) son iguales y finitas. Hay una funcién
v : N — R con soporte finito tal que p* (Jju — v|) <1 (cf. [11], Ch. XIII,
87, 13.7.2, page 121). Como |u — v| es continua y acotada inferiormente
deducimos que (w, p) < 1 toda vez que w es una funcién de soporte
finito y w < |u—v|. Sea ng € N tal que v(n) =0sin > ny, p e N
Definimos w, : N — R tal que wy(n) = |u(n)| sing <n < p-+ngy
wpy(n) = 0 en otro caso. En consecuencia

p+no

(w0, 1) = / wp(n) du(m) = 3 Ju() <1

n=ng+1

y, como p es arbitrario, u € [* (N,R) . Reciprocamente, dado ¢ > 0
sea n; € N tal que ) . |u(n)| < e. Definimos s : N— R tal que
s(n) =u(n)sil <n <mny, s(n)=0en otro caso. Si ¢t : N — R tiene
soporte finito y ¢t < |u — s| obtenemos

(b ) = / t(n) dp (n)

— 3 + Y tn) <> fu(n) <e.

n: t(n)#0, 1<n<ni  n: €(n)#0, n>n; n>ny

Como ¢ es arbitraria p* (ju —s|) <eyu e J,(N).O
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6.8. Un espacio de medida asociado a una coleccién
dada.

Sea {(Xa, Ba, fta)},ec4 una coleccién de espacios de medida, donde {X,} . 4
es una familia disjunta. Consideramos (X, B, u), donde

X == UaeAXa,

B={Y €P(X): (Va€ A), XaNY € B},

p(V) =Y e (X,NY), YeB.

acA
(i) (X, B, p) es un espacio de medida.

(ii) ¢ es o— finita si y solo si, salvo una cantidad numerable de p,s o—
finitas, las demés son nulas.

Solucién

\)0eByB#0.Si1Y € Byae Aentonces X,N(X -Y)=X,—X,NY
pertenece a B,, de modo que X —Y € B. Si (Y,),5; C B también
(U, V)N X, =, (Y, N X,) pertenece a B, y, por ser a arbitrario,
U,Y, € B, i.e. B es una o— élgebra. Evidentemente y : B — [0, +00]
y p (@) = 0. Con la notacién anterior, si (Y;,), -, s una sucesién disjunta
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en B podemos escribir®

p(Y1UYs) =Y e (Y1 UY2) N X,) (185)

a€A

=3 [1a (V1N Xo) + pta (Y2 N X)) = (V1) + 1 (Ya).-

acA

Por (185) vemos que p es finitamente aditiva y observando su mono-
tonia, si Y = U2 Y, tenemos

para cada m € Ny > > u(Y,) < p(Y). Notar que si u(Y) = 400
entonces para cada r € N existe A, € Py (A) tal que

o
r< > e (YNX) =) > (YN X,).
a€A, n=1a€A,
%Sean {si};c; v {ti};c; subfamilias de [0, +00], s = ,c; i, t =D ,c; ti- Entonces
Yo sitt)=) sit+ Yt (183)
il il i€l

La identidad (183) es inmediata si algin sumando es no finito. Si suponemos que todos los
sumandos son finitos, como (183) se verifica cuando las sumas son finitas resulta vélida la
desigualdad < . Bastara ver que

s+ <> (si+t). (184)
il i€l i€l
Podemos suponer que el miembro derecho en (184) es finito. Si F, G € Py(I) entonces

Zsi+z tj = Z (s +tr) + Z 8; + Z tj

ieF jea kEFNG i€F—G jEG—F

< Z (sk +t) + Z (s + tx)

kEFNG kEFAG
= Z (Sk+tk)SZ (si + i)
kEFUG iel

y concluimos la validez de (184).
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Mas atn, para cada r € N existe k, € N tal que

kp kr
<Y Y e (YanXe) <> p(Yn)
n=1 acA, n=1

resultando Y > 1 (Y,) = 400 y podemos suponer que Y >0 u(Y,) y
p (Y) son finitos. Si e > 0 sea ng € N tal que 22 . u(¥y) < e.

Entonces
€2 Z.U'(Yn) - ZIJ’(YTL)
=Y n (V) = (U Y) > > u (V) — ()

y, como € > 0 es arbitrario, p es o— aditiva.

(ii) Sea {X"}n>1 C B sucesién disjunta de conjuntos de medida finita tal
que U2 X, =X, A={a€ A: u, #0}. Entonces A C Uy, menAnm,
donde A, ,, = {a €A g (Xaﬂ)N(n) > 1/m}, n,m € N. Como
1 ()Z'n> > ZaeumAn,m Ihq (Xa N )Z'n), A, debe ser finito para cada
n,m € N. Asi A es numerable ysiac€ A tenemos

U, (Xa N )?n) =X, [l (Xa N )N(n> <u (Xn) < +00

y lq €s o— finita. La suficiencia es inmediata. [

6.9. Caracterizacién de funciones medibles sobre espa-
cios de medida completa. Completaciéon de espa-
cios de medida.

(i) Si (X, X, p) es un espacio de medida, hay un espacio de medida completa
(X, X¢, u) tal que ¥ C X¢ uf extiende a p y todo elemento E € X es

de la forma F = FUW, donde F € X y W es parte de algtin conjunto
de ¥ de p— medida nula.
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(ii) Si (X, X, u) es un espacio de medida completa, f, g son funciones de
X en R, f es u— medible y f = g a.e. 4 entonces g es u— medible.
Este resultado es, en general, falso.

(iii) Si f : X — R, f es u°— medible sii existe g : X — R funcién p—
medible y un conjunto £ € ¥ tal que (X —E) =0y f |g=9 |& -

Solucion

(i) La clase 3¢ de conjuntos del tipo E = FUW, donde F' € X y Z es
parte de algiin conjunto de ¥ de pu— medida nula, contiene a @). Sea
E,=FUW,con F, e XyW, C Z;yu(Z)=0en X, i =1, 2.
Podemos escribir £, — Fy, = F3 U W3, donde

F3:F1—(F2UZ2),

Wy = (Fy — F) N (Zo — Wa) UW, — (B, UW).

Entonces F3 € ¥, W3 C Z1 U Zy y Z1 U Zy € X tiene medida nula,
ie. By — By € ¥¢. Evidentemente (X, X¢ u°) es espacio de medida
completa.

(ii) Si Z es la parte de X sobre la que f # g y @ € R entonces
{g<at={g<a}nZu{g<a}-2Z
El conjunto {9 < a} — Z € ¥, pues
{9<a}-Z={f<a} -2,

{f < a} € X por la medibilidad de f, Z € ¥ por tener medida nula 'y ¥
es cerrada por diferencias. Ademds {g < a}NZ € ¥ por la completitud
de la medida y, por lo tanto, {g < a} € X. Como « es arbitrario g es
medible. En particular, sea

X ={a,b,c}, T ={0, {a}, {b,c}, X},

p(@) =p(bch) =0, p({a}) = p(X) =1.
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Como {b} ¢ %, {b} C {b,c} y p({b,c}) = 0 entonces (X, X, pu) es
un espacio de medida no completa. La funcién ¢ : X — R tal que
g(a) =0, g(b) = —g(c) = 1 es no medible, pues {g >0} = {b} y
{b} ¢ X. Si f = 0 es la funcién idénticamente nula entonces f es
medible y {f # g} = {b, ¢} tiene p— medida cero, i.e. f = g a.e. p.

(iii) Sir € Q y f es u°— medible podemos escribir {f < r} = E, U W,,
con F, € X y W, contenido en algin conjunto Z, € ¥ de medida nula.
Anilogamente, {f = +o00} = F oo UW, donde E, € ¥y W, es
parte de algin conjunto Z, o, € ¥ de medida nula. Si F' = Urcqu{+oo} Er
Y Z = Upcqu{+oc}Zr entonces X = FUZ y u(Z) = 0. Definimos
g: X »Rtalque g |p= f y g |z= +oo. Tenemos E, Z € ¥ y
p(X —E)=0pues X — E C Z. Ademds, si —00 < 8 < 400y (Tn),cq
es una sucesion creciente convergente a s entonces

{g < 5} =Upl, {g < rn} =Up2, {g < Tn}mE: Uney {f < Tﬂ}a

i.e. {g < s} € X. Finalmente,

{g=—0c} =Nreq{g <7} = Nrea{f <7}

y {g=—o0} € ¥ porque ¥ es o— algebra. Concluimos que g es p—
medible y la condicién es necesaria. La suficiencia sigue de (ii). O

6.10. Sobre sucesiones decrecientes de medidas.

Sea (X, B) un espacio de medida y {/,},~, una sucesién decreciente de
medidas sobre B. Entonces p = lim,_, o pn, es una medida, siendo este
resultado falso, en general, para sucesiones decrecientes.

Solucion

Evidentemente p estd bien definida, es no negativa, moné6tona y finita-
mente aditiva. Sea {F,,}, ., una sucesién disjunta en By E = Up>1Ep,.
Entonces -

p(E)= lim p,(E)= lm lm u, (U7 _En)

n—+o0o n—+oo0 p—>—+00

n—-+0o0o0 p—+4oc

= lim lim zp: Hn (Em) < lim Z © (Em) < i 12 (Em) :
m=1 =
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Podemos suponer que p(E) < 400y que Y o pu(Ey) > 0. Sea 6 > 0 tal
que > u(Ey) > 6, p € Ntal que Y2 | u(E,) > 6. Existe ng € N tal
que si n > ng es

§ <> tin (Em) = pn (U Bm) < (U B) < ()

m=1

y, como 0 es arbitrario, x4 es una medida. Ahora sea X = N, B = P (X)
y, paran € Ne I € P(X), u,(I) = 9(INn{1, ..., n})/n. {gn},>; € una
sucesién decreciente de medidas sobre X pero pu = lim,_, o /, Do es medida.
En efecto, sea Iy,—1 = {2n—1, 2n}, n > 1. Entonces {I5;,_1},-,; €s una
sucesion disjunta de partes de X, -

Un>1lon1 =X, p(X) =1y ZN (Ion—1) = +o0. O
n=1

6.11. Primer principio de Littlewood o caracterizaciéon
de subconjuntos medibles Lebesgue de R.

Sea E C R no vacio. Son equivalentes®!:
(i) E es medible.

(ii) Dado € > 0 hay un abierto O tal que O 2 E'y m* (O — E) < ¢, donde
m* indica la medida exterior de Lebesgue en R.

(iii) Dado € > 0 hay un cerrado C' C F tal que m* (E — C) < e.

(iv) Hay un conjunto G de tipo G5 tal que E C Gy m* (G — E) = 0.

91 Con referencia a la teoria de funciones de una variable real J. E. Littlewood sefialaba:
“The extent of knowledge required is nothing like so great as is sometimes supposed. There
are three principles, roughly expressible in the following terms: Every (measurable) set is
nearly a finite union of intervals; every (measurable) function is nearly continuous; every
convergent sequence of (measurable) functions is nearly uniformly convergent. Most of the
results of the theory are fairly intuitive applications of these ideas, and the student armed
with them should be equal to most ocasions when real variable theory is called for. If one
of the principles would be the obvious means to settle the problem if it were quite true, it
1s natural to ask if the nearly is near enough, and for a problem that is actually solvable it
generally is ~. En este problema se establece el primer principio de Littlewood; el segundo
en el Problema 6.12 en dos formas, una de ellas el teorema de Lusin. El tercer principio
es el conocido Teorema de Egoroff (cf. [19], Ch. IV, Sec. 21, Th. A, page 88).
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(v) Hay un conjunto F' de tipo F, tal que F C Ey m*(F — F) = 0.
Si m* (E) < +o0 las afirmaciones anteriores son equivalentes a

(vi) Dado € > 0 hay un conjunto U, que es union finita de intervalos abiertos,
tal que m* (U A E) < e.

Solucién

[(7) = (4i)] Sea E medible de medida finita, € > 0. Existe una sucesién de
intervalos {1, } -, tal que E C UX I, y > > long (I,) < m(E)+¢/2, donde
m es la medida de Lebesgue en R. Si I, tiene extremos a,, b,, con a, < b,,
el conjunto O = U, (a, — 2772 b, + £2772) es abierto, contiene a E y

m (0) < Z (long (1) +&277") = Zlong (L) +¢e/2<m(E)+e.

En consecuencia, como E tiene medida finita,
e>m(0)—m(E)=m(0—E).

[(i7) < (vi)] Asumiendo (ii), O A E = O — E pues O 2O E. Como O
es abierto se realiza como unién numerable disjunta de intervalos abiertos
y basta observar la monotonia de la medida exterior. Reciprocamente, si
m* (E) < 400 existe un abierto O de medida finita que contiene a E. Sea U
union finita de intervalos abiertos, tal que m* (U A E) < ¢/2. Indicando

obtenemos
m* (A1) <m*(UAE)<e/2, m"(Ay)) <m*(UAE)+m* (A1 — E) <e.

Como ECUNOUA; resulta E = (UNOUA;) — Ay. Anédlogamente, para
n € N hay conjuntos S,, An1, A, tales que E = (S, UAp1) — An2, Sy
es union finita de intervalos abiertos y tanto A,; como A, tienen medida
exterior menor que 1/n. Si O,, es abierto que contiene a A, ; y m* (0,,) < 1/n
escribimos G' = Nyen (Sn, U O,,) . Ahora G es de tipo Gy, contiene a E y para
cada n es

m* (G—FE) <m" (S, — E)+m* (0, — E) <m* (An2) +1/n < 2/n,
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i.e. G — F tiene medida nula. E resulta medible pues £ = G — (G — E).

En general, [(i) = (i7)]: Sea E medible de medida infinita, ¢ > 0. Por
la o - finitud de la medida, podemos escribir £ = U, E,,, con cada £,
medible de medida finita. Hay conjuntos abiertos O,, tales que O, 2 E, y
m (O, — E,) <2 ' n € N. En consecuencia el conjunto O = U%_,0,, es
abierto, contiene a E'y

m(O—E)=m[U2,0,—E,] <Y m(On—E,) <Y 2" =¢/2<e.
n=1 n=1

[(i1) = (iv)] Por hipétesis, para cada n € N existe G, abierto tal que
G, 2 Eym* (G, — FE) <2 " El conjunto G =N G, es Gy, contiene a E
y para cada n es

m*(G—E)<m*(G,—E) <2™",

de donde sigue (iv). Ahora:

[(iv) = ()] Podemos escribir E = G — (G — E), G es medible por ser
G5, G — FE es medible por tener medida nula y ser completa la medida de
Lebesgue.

[(?) = (4i7)] Si E es medible también lo es R— E. Como [(i) < (i7)], dado
e > 0 existe O abierto tal que O D R—E y m [0 — (R — E)] < ¢. Escribiendo
C =R — O entonces C' es un subconjunto cerrado de E y

m(E—C)=m[0O—- (R—-E)]<e.

[(i73) = (v)] Por hipétesis, para n € N hay un cerrado F,, C FE tal que
m* (E — F,) < 27". El conjunto F = U | F,, es un subconjunto F, de E y

m* (E - F) <m* (E — F,) < 2™

para todo n, siguiendo (v). Ahora:

[(v) = (i)] Podemos escribir E = F U (E — F), F es medible por ser
F,, E — F es medible por tener medida nula y ser completa la medida de
Lebesgue. [

6.12. Teorema de Lusin y segundo principio de Little-
wood.

Sea f : [a,b] — R una funcién medible (Lebesgue), finita a.e..
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(i) Dado ¢ > 0 existe M tal que |f| < M salvo un conjunto de medida
menor que /3.

(ii) Hay una funcién simple ¢ tal que |f(z) — ¢(z)| < € excepto donde
|f(z)] > M. Sim < f < M entonces podemos seleccionar ¢ tal que
m< < M.

(iii) Si ¢ es una funcién simple sobre [a, b] hay una funcién de salto g sobre
[a, b] tal que g(x) = ¢(z) salvo un conjunto de medida menor que /3.
Sim < ¢ < M podemos seleccionar g tal que m < g < M.

(iv) Dada una funcién de salto g sobre [a,b] hay una funcién continua A
tal que g(z) = h(x) salvo un conjunto de medida menor que ¢/3. Si
m < g < M podemos seleccionar g tal que m < h < M.

(v) Hay funciones g de saltos y h continua sobre [a, b] tales que |[f — g| < ey
|f — h| < e salvo conjuntos de medida menor que £/3. Estas funciones
pueden ser talesque m < g< Mym<h<Msim< f<M.

(vi) (Teorema de Lusin) Si f : [a,b] — R, 6 > 0, hay una funcién continua
g:la,b] = R tal que m ({z € [a,b] : f(z) # g(x)}) < 0.

Solucién
(i) Por hipétesis el conjunto
{z €la,0]: [f(z)] =+oo} =ML {z €[a,b]: [f(x)]>n}

tiene medida de Lebesgue nula, y puesto que [a, b] tiene medida finita
tenemos

lim m({z € [a,b] : |f(z)| >n}) =0.

n—,oo

Dado € > 0 existe entonces M tal que

m({z € [a,b] = [f(x)] > M}) <e/3.

(ii) Consideremos un nimero positivo N mayor que el valor M anterior. Si
f > 0 a.e. escribimos

2n
k—1
On = N Z on X{Z‘E[a,b]: (k;#ff(m)<%}’ n Z 1.
k=1
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Las funciones anteriores son simplesy 0 < ¢,, < f para cada n. Por otra
parte, 0 < f — ¢, < N/2" para todo n sobre f~'{[0, N)}. En general,
escribimos f = ft — f~ y, nuevamente, dado € > 0 hay funciones
simples T y ¢~ tales que 0 < fT — T <e/2y0< fm —p <¢g/2
sobre (f*)f1 {0, N)} N (f*)f1 {[0, N)} . 2 Entonces

(et =) < (fr =T+ (fT—¢) <e

excepto cuando |f| > N, esto es, fuera de un conjunto de medida menor
que €/3. Es claro el resto.

(iii) Consideremos una funcién simple ¢ = 2521 @ Xy, - Dado € > 0 para
cada p =1, ..., P hay un conjunto U,, el que es unién disjunta de
intervalos, de modo que m (E, AU,) < ¢/(3P) (V. Problema 6.11,

(vi)). La funcién g = 25:1 p Xy, s una funcién de saltos y

m({g#e}) <Y m(B,AU,) <e/3

y sigue (iii).

(iv) Sea ¢ = >_;_; Bk X1, una funcién de salto. Evidentemente podemos
suponer s > 1 y que los intervalos Iy, ..., I, estan ordenados de manera
que I estd a la izquierda de I, si 1 < k < s. También escribimos
Br =0 si Iy C g ' ({0}) y tenemos [a,b] = Ui_,I;. Sil < k < s
consideramos intervalos J; = [ag, bx] centrados en el punto medio de
I}, de modo que m(Iy — Ji) < £/(3s). Ademds consideramos b, € I,
as € I tales que by > sup I1 —¢/(3s), as < inf I;+¢/(3s), y escribimos
Ji =la, ], Js = [as,b]. Definimos

h:la,bl - R

h(z) =
Br=Br—1 (x —br_1) + Br_1 st b1 <z <ag 2<k<s.

ap—br_1

2 Notar que {z € [a,b] : |£(x)| < N} (F5) {0, M)} 1 (£7) " {[0, )}
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Entonces h es continua y siinf Iy =z ysup I = x4, 1 < k < s,
tenemos

m{h # g} < Z (ag —br-1) :as_bl+z (ax — bx)
k=2 k=2

s s—1

= [(ar — 2p—1) + (2 — bi)] + Z (Tp—1 — xk) — 21 + 251

»

= m(Ik—Jk) <€/3.
k=1

Claramente sigue entonces (iv).
(v) Sigue de los puntos anteriores.

(vi) Si n € N sea h,, € Cg|a,b] tal que m ({|f — h,| >27"}) <27". Si L
es el conjunto de puntos z de [a,b] en los que {h,(x)},, no converge
a f(x) podemos escribir -

L =02, N2 U, {lhe — 1 > 1/i}. (186)
Para cada 7 € N tenemos
m (ﬂ;il Ul;“;j {lhe — f] = 1/2}) = jgrfoom (Ul?;j {lhe — f] = 1/2}) )
(187)

pues estamos trabajando con conjuntos medibles de medida finita. Si
k>j>log, i es {|f—hx|>1/i} C {|f— hs| >2*} para cada k,

m (Ui (Il = f1 2 1/}) < 3 m ({{he = f] 2 1/3}) (188)
<Yom({If —mlz2Fp) <ot
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6.13.

Por (187) y (188) resulta m (ﬂ;-”;l Up, {1he — f > 1/i}) = 0 para cada
iy, por (186), f = lim,_, o A, a.e.. Por el teorema de Egoroff, dado
d > 0 hay un subconjunto medible A de [a,b] de medida menor que
d/2 al exterior del cual h, o f. Por el Problema 6.11 hay un cerrado
B C [a,b]—A tal que m ([a,b] — (AU B)) < §/2. Por ser limite uniforme
de funciones continuas f | es continua. Existe g € Ck|[a,b] tal que
g |c= f, la cual puede construirse observando que [a, b] — B es abierto.
Por ello, hay un abierto U en R tal que [a, b]—B = UNla, b] . Hay ademas
intervalos abiertos disjuntos, en cantidad numerable, cuya unién es U.
Podemos definir g de forma que coincide con f sobre B y cuya grafica
consiste de los segmentos que unen las imagenes, por f, de los extremos
de los intervalos que componen U en [a, b] . Finalmente, como

{f#g}g [a’b]_BgAU[a’b]_(AUB)
tenemos

m({f #g}) <m(AUla,b] — (AU B))

<m(A) +m(ab - (AUB)) <

y sigue la tesis. [

Cada funcién f : R — R medible Lebesgue es
idéntica a.e. a una funcién medible Borel. Sobre
acotacién y convergencia uniforme de sucesiones
de funciones medibles, finitas y convergentes a.e.,
definidas en subconjuntos medibles de la recta
real de medida positiva. Sucesiones convergentes
en espacios de funciones esencialmente acotadas.
Si (X, X, u) es espacio de medida finita, f, — f a.e.
en 17 (X, %, 1) y |full, = £, resulta [ £, — £, — 0
(0 <p < o0).

(i) Toda funcién f : R — R medible Lebesgue es idéntica a.e. a una funcién

medible Borel.

299



(ii) Sea {fy},>; una sucesién de funciones medibles, finitas a.e., definidas
sobre un subconjunto medible £ de R de medida positiva, de modo
que existe lim,_, f, a.e.. Existe un subconjunto medible F' de E de
medida positiva tal que {f,},-, es acotada sobre F.

(iii) Sea (X,X,u) espacio de medida o— finita, {f,},-, una sucesién de
funciones finitas a.e. que converge a una funcién finita f. Existe una
sucesién de conjuntos medibles {E,}, - tal que p(E — U2, E,) =0y
fn o f encada E,. -

(iv) En un espacio de medida (X, X, p1) , una sucesién { f,. },,~; € L™ (X, %, p)
converge a una funcién f € L* (X, X, p) sil fn o f a.e..

(v) Sea (X, X, ) espacio de medida finita, 0 < p < 400, f, — f a.e. en
LP (X, %, ), || full, = [ f]l,- Entonces || f = fll, = 0. %

Solucién

(i) Sea f : R — R una funcién medible Lebesgue y dados 7, s € Q, 7 <
s, sea B, = {r < f <s}. Como E,; es medible Lebesgue existe un
conjunto G, ; de tipo G5 que lo contiene tal que el conjunto NV, s = G —
E, ; tiene medida nula. En consecuencia, el conjunto N = U<, r5cq/Vr,s
tiene medida nula y, para cada n € N, existe un boreliano B,, de medida
de Lebesgue menor que 1/n tal que B, 2 N. El conjunto B =N, B,
es boreliano, tiene medida nula y contiene a N. La funcién ¢ : R — R,
g = [ »r_p es igual a.e. a f y es boreliana. En efecto, sean z < y en

93V. también Problema 3.30 (vi). Si H es espacio de Hilbert, {f,},~, es una sucesién
enH, feH, fnw fy [l £zl = || f]| es inmediato que f, — f en H (cf. [29]).
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R y veamos que {z < g < y} es boreliano. Tenemos

{r<g<yt={r<g<y}lnBu{z<g<y}-B,

0 si 0¢(z,y),

B si 0€(x,y),

{z<g<y}nB=

{r <9<y} =B =Upcrcscy rscoir <g<s}—B
= Ug<res<y, rse@{r < f <s} — B
= Ug<r<s<y, rscQlrs — B
= Upcras<y, rseq (Grs — Nys) — B
= Ugcres<y, rsc@Grs — (Nrs U B)

= Um<r<s<y, r,seQGr,s - B
y sigue la afirmacién.

(ii) EI conjunto

Z={zx€FE: In, n>1/ fn(az):oo}u{xEE: (—El)nl_liriloofn(m)}

tiene medida nula. Podemos escribir
E-Z=U{zeE-Z: (Vn) |fu(z)| < p}.

Como E — Z tiene medida positiva algiin miembro de la unién anterior,
necesariamente medible, ha de tener medida positiva.

(iii) Suponiendo vilida la afirmacién para espacios de medida finita, si E
tiene medida no finita escribimos £ = Uy _,E,,, donde cada E,, es

medible y de medida finita. Fijado m hay una sucesion {Em,p}
p>1
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de subconjuntos medibles de E;L tal que p (E:n - Ug‘;lﬁm,p> =0y

fn o f sobre cada Em,p. Por lo tanto
H (E - Um,pﬁm,p> =H (Ufnozl (E:n - U;;Em,p)) =0

y fn o f sobre Em,p. Supondremos entonces que F tiene medida
finita. Kplicando sucesivamente el teorema de Egoroff: hay un sub-
conjunto medible A; de E tal que p(A;) < 1y f, 0, f sobre el
conjunto £y = E — A;. Hay un conjunto A; € ¥ contenido en A; tal
que p(A2) <1/2y f 0, f sobre el conjunto Ey = A; — As. Inducti-
vamente se definen entonces sucesiones {A;},5,, {E;};>, de conjuntos
medibles, donde Ay = E, E; = Aj_1 —Ajsij > 1, p(d;) < 1/isi
1>1y fa o, f sobre cada E;. Finalmente, basta observar que para
todo n resulta

p(E— U E;) < p(E— Ul E))

= p(E—(E - An)) = p(4n) <1/n,
y sigue la tesis.

(iv) La condicién es claramente suficiente. Por otra parte, si || f, — f|,, — 0
para cada entero positivo p existe n, € N tal que si n > n, entonces
1 — fll.o < 1/p- Luego el conjunto Z = U2, U, {|fn — f| > 1/p}
tiene medida nula y f, o f sobre X — Z.

(v) Dado e > 0, si f € L? (X, %, ) existe 6 > 0 tal que [, |f[Pdy < € si
E e€Xyu(F) <4 Como X tiene medida finita, por el teorema de
Egoroff existe A € &, p(A) < 0, tal que f, o, [ sobre X — A. Por
el lema de Fatou tenemos

lim, .. / NAE / NS / P du— / P,
_ X X

de donde deducimos

Tt [l dis < [Pl [ (5P (159
A X X—-A

< / fPdu<e.
A
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Por otra parte, si 7, = mdx {1, 2P"'} es vélida la desigualdad®*
la=BF <% (laf" +|8F), o, BeC. (190)

Si n € Nla funcién F, =, (|f" +|fal’) = |f — fulf es medible y no
negativa. Por el lema de Fatou escribimos

2, [ 17 du <lim, ..o [ Fud (191)

=% / P dp+ i, / (i L nl? = 1f = Ful?) di

94Por la homogeneidad de la inecuacién (190), bastaré ver la desigualdad siguiente:

11+ 2|P
1+ |z)P

< mé,x{l, 2”_1}, zeC

Es claro que podemos suponer p # 1y z # 0. Usando coordenadas polares, la desigualdad
anterior es equivalente a

(1+21‘cost9+r2)p/2

1+7r?

Sma’x{l, 21’71}, r>0,0<60<2m.

Fijado r > 0 la funcién g (0) = 1+ 2rcosd +r2, 0 < 0 < 2, alcanza un valor méximo
para 6 = 0, de manera que

(1+2rcos¢9+r2)p/2 < 1+nr)?
1+r7 =TT

, r>0.

Consideremos la funcién h : [0,4+00) = R, h(r) = (1 +7)? /(1 +rP). Si p > 1 calculamos

p(L+r)P! (1—rr1)

h{r) =

(r) TEEL
Observando los signos de la derivada anterior deducimos que h alcanza un maximo absoluto
enr=1yh(1)=2P"1.Si0< p<1 tenemos

p(1+7r)? [(1 + )Pt —ppt
fitr) = 1+ rl’)2 ’

i.e. h tiene derivada negativa y, siendo decreciente, h alcanza su valor maximo en cero y
h(0) = 1. Queda asi probada la desigualdad (190).
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De (189) y (191) resulta

- / P du < lim, o, / ol ful? = 1 = Ful?) di (192)
< Ty o / o |l da + 1, / (= |f = fulP)du

<57p_ﬁn—>+oo/ ‘f_fn|pd/1'-
A

Como [,_,|f — fal” du — 0 podemos escribir

m%m/ L dusmﬁm/ = ful? dp
X A

< (e—/A\f\pdu> Y < €Y

y, como ¢ es arbitrario, sigue la tesis. [

6.14. Caracterizacion de funciones acotadas Riemann
integrables. Funciones reales semicontinuas.

(i) Toda funcién real acotada semicontinua inferiormente (resp. semicon-
tinua superiormente) sobre un intervalo [a, b] es limite de una sucesién
creciente de funciones escalera semicontinuas inferiormente (resp. es
limite de una sucesion decreciente de funciones escalera semicontinuas
superiormente).

(ii) Si f : [a,b] — R es una funcién acotada resulta

E/abfz/abli_mf, R/abfzfabﬂf, (193)

304



donde

b b
E/f:sup{/(p: o< f, o— escalera},
b b
E/f:inf{/wmﬁZf,w—escalem}.

(iii) Una funcién acotada f : [a,b] — R es integrable Riemann sobre [a, b]
sil es continua a.e..

Solucién

(i) Sea F': [a,b] — R una funcién acotada semicontinua inferiormente. Dado
un entero positivo n indicaremos

Tp; =0+ (j/2")(b—a), 0 <j<2",
y definimos F,, : [a, b] — R como
infy, o<y<zns F(Y) ST Tpo <X < T,
Fo(z) =1 infs, ;_ cy<an,; F(y) 81 Tnjo1 <o <Tpy, 1 <5 <27,

infy, n_y<y<enon F'(Y) 81 Tnon1 <2 < Tpon,

Fo(zn,;) = min{ inf F(y), inf F(y)} ,1<j<2"—1.

Tn,j—1<Y<Tn,j Tr,j <Y<Tn,j+1
(194)
Por (194), cada F;, es funcién escalera semicontinua inferiormente.
Tpj—1=Tpt1,2j—2 < T < Tpt12j-1 0 Tpy12j-1 < T < Tpt1,25 = Tnyjs

obteniendo en ambos casos que F,, () < Fo41(z). Si # = z,; para
ciertos n, j, supondremos que n es minimo con dicha propiedad. Dado
k € N veremos que
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Si n=1y j=0o0j =2 tal desigualdad es inmediata. Ademas

T1,1 = T k-1 = Ty 2k,

Fy (z1,1) = min { inf F(y), inf F(y)} :
Ty ok—1_ 3 <Y<Ty ok—1 Ty ok—1<Y<Tp ok—141

Fit1 (21,1) = min { inf F(y), inf F(y)} ,
Ty 1,0k 1 <Y<Tp_ ok Ty 1,0k <Y<Tpyq ok gy

Tpok—1-1 < Tppyok—1 < T1,1 < Tpgy k41 < Tpok-141,

de modo que Fy (z11) < Fii1(21,1). Suponiendo 1 < k < n, por el
caracter minimo de 7 existe un tnico h, 1 < h < 2% tal que

Tph-1 = Tpt12h—2 < Tnj < Tkh = Tky12h- (196)
Si k=mn —1 entonces j = 2h — 1,
Fy (zn;) = min  F(y), (197)

T, h—1<Y<ZTp,p

Fii1 () = Fr1 (Trg1,20-1)

= min { inf F(y), inf F(y)}

Th,h—1<Y<Tk4+1,2n—1 Th+1,2n—1<Y<ZTk,n

y, por (196) y (197), sigue (195). Si k < n — 1 ha de ser
Tpy12h—2 < Tpj < Tpy12h—1 O Thy12h—1 < Tpj < Thy12h (198)

y (195) sigue ahora de (196), (198) y las definiciones de Fj, y Fj.;.
Finalmente, si k > n resulta x,; = Tyor-—n; = Tjijoe-n+1; y basta
razonar como en los casos anteriores. Probado que {F,}, ., es una
sucesién creciente de funciones escalera semicontinuas inferiormente
probamos que F = lim,_, , F,, puntualmente. Si 2o € [a,b] y € > 0 es
F(x9) —e <lim, ,, F(z). Existe 6 > 0 tal que

F(xg) —e < F(z) si z€a,bN(xg—0,20+9). (199)
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Searg € Ntal que (b—a) /2 <d,r >rgen N, 1 < s <27 el tinico
entero tal que z, ;1 < zy < z,,. Por (199), las presentes condiciones y
la definicién de F, podemos concluir que F; (xg) > F (xo) — € y queda
probada nuestra afirmacion. La demostraciéon para funciones acotadas
semicontinuas superiormente sigue andlogamente.

(ii) Probaremos la primer identidad pues la segunda sigue andlogamente.
Como f es acotada su limite inferior es semicontinuo inferiormente o,
equivalentemente, para todo r € R el conjunto {lim f > r} es abierto.
Luego lim f es medible, pues se realiza como limite de una sucesion
creciente de funciones escalera semicontinuas inferiormente. En con-
secuencia, estd definida la integral de Lebesgue en (193). Fijada una
funcién escalera ¢ sobre [a, b] tal que ¢ < f resulta ¢ < lim f salvo
un nidmero finito de puntos, de modo que fabgp < fabh_m f. Como ¢ es

o b by, . .
arbitraria R [ f < [ lim f. Por otra parte, si {¢n},-, es una sucesién
creciente de funciones escalera sci que converge a lim f en todo punto,
por el teorema de convergencia monoétona tenemos

b
[mi=jim [on<n[s
a n——+oo
y tenemos (i).

(ii) f es continua a.e. sii Ifm f = lim f a.e., y basta considerar (ii). O

6.15. Sobre el grifico de funciones medibles (Lebesgue)
no negativas. Teorema de Tonelli y subconjun-
tos no medibles en espacios producto. El algebra
de Banach de medidas complejas Borel - regu-
lares sobre R y subconjuntos de medidas discre-
tas, continuas y absolutamente continuas respec-
to de la medida de Lebesgue.

(i) Sea f : R — [0, 00) medible Lebesgue,
A(f) ={(z,y) eR*: 0<y < f(a)},
A(f) es medible, [, f = |A(f)| es la medida bidimesional de A(f),
graf (f) es medible y tiene medida nula.
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(ii) Sea x; el primer ordinal no numerable, X un conjunto de cardinal x1,
= la o— 4lgebra de partes numerables o de complemento numerable
de X. Sea p: = — {0,1}, u(A) =0 o 1 segiin A € = sea numerable
o no numerable respectivamente. Si A = {(a, ) € X x X : a < g}
entonces

[ at@) dui@) # [ ataip) due),
X X
pero no es aplicable el teorema de Tonelli.

(iii) Sea E subconjunto de [0, 1] x [0, 1] tal que E, y [0,1]— E¥ son numera-
bles para todo z, y € [0,1]. Entonces E es no medible en el espacio
producto. %

(iv) Sea MB (R) el espacio de Banach de medidas complejas de Borel re-
gulares sobre R, con la norma ||g|| = |p| (R) para cada u € MB (R) .
Para 4, A € MB (R) y E C R boreliano definimos

(1 X) (B) = (uxA) (2 (B)),

donde ® : R? - R, ®(z,y) = v +y. Siu, A € MB(R) entonces
ux A€ MB(R), [[px M| < [|pl] ||\ y A es la tinica medida de Borel
v sobre R tal que

Vf), feCy(R): /Rfduz/ R2f(x+y)d(,u></\).

Entonces que (MB (R) , ||o||, *) deviene en dlgebra de Banach abeliana
unitaria.

(v) El subconjunto de medidas discretas es una subdlgebra de MB (R) .
(vi) El subconjunto de medidas continuas es un ideal de MB (R) .

(vii) El subconjunto By 4, (R) de medidas absolutamente continuas respecto
de la medida de Lebesgue es un ideal de MB (R) que es algebraicamente

isométricamente isomorfo a L), (R) , donde dz es la medida de Lebesgue
sobre R.

9 En general, si X, Y son conjuntos no vacios, S C X xY, 2 € X, y € Y, escribimos

Se={yeY: (z,y) €S}, S¥={zeX: (z,y) € S}.
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Solucién

(i) La funcién F : Rx (0,00) = R, F(z,y) = y — f(z), es medible. En
efecto, F' = py — f opy, donde py, py son las proyecciones de Rx (0, 00)
sobre Ry (0, co) respectivamente. Estas proyecciones son medibles pues
son continuas. Basta observar que si E' es un subconjunto medible de
R entonces p;' (E) también lo es, ya que p;' (E) = E x (0,00) es
producto de conjuntos medibles. Como

A(f) ={(z,y) € Rx (0,00) : F(z,y) <0}

entonces A(f) resulta medible. Por el teorema de Tonelli escribimos

/f // dydx—//mm 5 d (@ % y) = |A(S)].

graf (f) es medible porque graf (f) = F7'{0}.Sin € Nye > 0
los conjuntos U, . = {(z,y): |z| <n/2, |F(z,y)| <&/ (n2"*)} son
abiertos en Rx (0, 00) y cubren a graf (f). Ademds, por el teorema de
Tonelli

n wsnn'H
Z'Uns|—2//2/f(+/ : ldydx:e.

n/2 J f(z)—e/(n2n+1)
Como ¢ es arbitrario |graf (f)| = 0.

(ii) Si @ € X el conjunto A, = {8 € X: a < B} es no numerable de
complemento numerable, i.e. A, € Z. Asimismo, si € X el conjunto
AP ={a € X : a < B} es numerable, de modo que pertenece a Z.

[ eat@d) du) = na) =1, [ xa(0,) due) = (4%) =0

El teorema de Tonelli no es aplicable pues (X, Z, 1) no es espacio de
medida finita.

(iii) Si z, y € [0, 1] obtenemos

1
/ np (2,9) :/ 7y (T =1,
0 0
1
0 0



Como el espacio producto con la medida de Lebesgue es espacio de me-
dida finita, del teorema de Tonelli concluimos que E' es necesariamente
no medible.

(iv) (MB(R) , ||o||, *) es espacio de Banach, en cuanto se realiza, por el teo-
rema de representacién de funcionales lineales continuas sobre Cy (R) ,
como dual sobre C de un espacio normado. Si u, A € MB(R) entonces
1 * A estd bien definida porque @ es funcién continua y, por ello, bore-
liana. Evidentemente p* A € MB (R) y, si {E,},~, es una particién
disjunta de subconjuntos de Borel de R y m € N tenemos (cf. [43], Ch.
7, Th. 7.6 - Def. 7.7, page 148)

D X (En) =D [(nx A) (27(E))]

3 /R A (@ (EL),) dp(z)

n=1

S| [ A -a) duta)

n=1

< / S A (B, = 2)| dlal () < A 1]

Siendo {E,.},,5, arbitraria, [ * Al| < [|A]| [|ul| - Sig € Cc (R) escribimos

= [ [ ote+w atuxn.

A estd bien definida, es lineal y |(g,A)| < |lgll, Ilx* Al| para cada
g € C.(R) . Por ser C. (R) denso en Cy (R) el operador A se extiende
naturalmente a Cy (R) y, con abuso de notacién,

AeCoR)" y [IA[l < [luxAll-

Més atin, si g € Cp (R) existe {gn},~; C Cc (R) tal que ||g, — gll ., — 0
(v. Problema 5.6(ii)). Como la convergencia es uniforme y p * A es
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medida finita, por el teorema de Lebesgue obtenemos

(0.8 = 1 (o) = [ [ gle+n) dlux).

n—-+00

Basta finalmente invocar el teorema de representacion de Riesz de fun-
cionales sobre Cj (R) (cf. [43], Ch. 6, Th. 6.19, page 139). La conmu-
tatividad de * sigue aplicando el teorema de Fubini. Finalmente, si
u€ MB(R). f € Cy(R) y ¢ es la medida de Borel concentrada en {0}
por el teorema de Fubini

/ sz(x+y)d(u*5)=44f(x+y) du(z) dé (y)

~ [ #@) du o).
R
Por lo anterior deducimos que p % d = p y sigue (iii).

(v) El subconjunto de medidas discretas de Borel es un subespacio lineal
de MB (R) . Dadas p, A € MB(R), p* A es discreta si gy A lo son.
En efecto, sean A y B subconjuntos borelianos numerables de R en los
que se concentran p y A respectivamente. Si £ C R es boreliano, por
el teorema de Fubini escribimos

(4 ) (E) = / w (@71 (B)) dA (1)

:/RN(E—t) dA (t) :/B/(E_Wmu(s) dA (t)

= // 1 d(uxA).
(EN(A+B))xB

En consecuencia px \ estd concentrada en el conjunto numerable A+ B.

(vi) El subconjunto de medidas continuas de Borel es un subespacio lineal
de MB (R) . Si p es una medida continua de Borel, A € MB(R) y z € R
es

(1) ({x})=/Ru({$—t}) dA(t) = 0
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y siendo z arbitrario u * A resulta continua.

(vii) Es claro que By 4, (R) es subespacio lineal de MB (R) . Sean

A€ MB(R), p € Bucaz (R)
E C R boreliano de medida de Lebesgue nula. Entonces
(s N () = [ u(B=1) dr) =

pues la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones y u < dz.
Como F es arbitrario p*x A < dx. Sea

IT: Byear (R) — Ltlix (R), () = du/dz,

esto es, la derivada de Radon - Nikodym de p respecto a la medida de
Lebesgue. Si p1, po € Bacdr (R), a € Ry F C R es boreliano tenemos

d,l,l,l d/,LQ . d d

— (a1 + pa) (F) = / Ao + o) 4,

Como F es arbitrario IT (apy + p2) = all (p1)+1I1 (u2) y I resulta lineal.
Ademds

/F A (i + ) Jd dz = (sn # o) (F) (200)
- / i (F = 1) dpo(2)

dm dps
/ / ar P2 (1)

dlu’l - ) d:u’2
dt

Por el teorema de Tonelli

[ Lol

(t)\ 4t x ) < || lzl] < o0
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y, por el teorema de Fubini aplicado en (200) obtenemos

/(1*u2 /dxda:—//d’“ - d’f()dtd

% * % dx.
g dr dt
Por lo tanto IT (u * po) = IT (p1) * I (p2) . Si g € Bacaz (R) es

1T ()], = / dps/dz| dz = |u]

(cf. [43], Ch. 6, Th. 6.13, page 134). Por otra parte si f € L. (R)
entonces f dz € Bocar (R) y II(f dz) = f. Por el teorema de la funcién
abierta Il deviene isomorfismo isométrico. [

6.16. Medidas sobre (0,+0c0) no extendibles a una me-
dida sobre R. Convergencias débil y en norma de
medidas reales sobre [0,1]. Sucesiones equirepar-
tidas respecto a una medida definida sobre un
espacio compacto. Sobre la no continuidad de la
aplicaciéon natural C¢ (X) x M¢ (X) — C siendo X
espacio compacto separado infinito. Local debil
compacidad del cono de medidas positivas sobre
un espacio compacto.

(i) La medida dz/z sobre (0,+00) no es extendible a una medida sobre R.

(ii) Si ¢t € [0,1] indicamos ¢; a la medida (de Dirac) concentrada en {t}.
Entonces (50 _61/71 ﬂ 0 Yy |50 — 51/n‘ g 250

(ili) (1 —sin(nz))dz w dz pero (1—sin(nz))ds - dz en norma en
Mg ([0, 1]) . *

9%En general, si X es un espacio localmente compacto indicamos Mg (X ), Mc (X) a los
espacios de funcionales lineales acotadas sobre Cy (X), reales y complejas, respectivamente.

313



(iv) Sea X espacio compacto, p medida positiva sobre X de norma uno,
{z;},;cn sucesion en X. Para que {z;},_y esté equirepartida respecto a
p, i-e. (05 + ... +05,) /1w p, es necesario y suficiente que

para cada k, donde (f),-; es una sucesién total en C¢ (X).

(v) Sea X espacio compacto Hausdorff infinito. Considerando M¢ (X) mu-
nido de la topologia débil, la aplicacion

E:Cc(X)xMc(X)—C, E(f,,u):/Xf dup

no es continua. %7

(vi) Si X es compacto, el espacio de medidas positivas M (X), con la
topologia débil, es localmente compacto.

Solucién
(i) Si n es entero no menor que 2 definimos
(sin (nz) si |z| <7/ (2n)

1 si w/(2n) < |z| <1

2—2% s 1<|z|<V2

[ 0 si V2 < |z|.
97 Aplicando el principio de acotacién uniforme, si

{f} U {fa}aeA g CC (X)7 {M} U {)u‘a}a,eA g MC (X)7

Llll’er%”fa_f“:oa Ha W [

entonces (fq, o) = (f, 1) - Este hecho, junto a (v), determinan la no metrizabilidad de la
topologia débil de M¢ (X) . Precisamente, la propiedad anterior establece la continuidad
puntual de =. Dicha continuidad, junto a la separabilidad que induciria la metrizabilidad,
implicarfan la continuidad de = contrariamente a (v).
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Entonces {f.},52 € Cc:(R) v ||fall < 1 para todo n. Si p fuere una
medida sobre R que extiende a dx/x, para todo n tendriamos

1
/fnd,u‘>2/ do =2 In(2n/n),
R w/(2n) T

lo cual es imposible.

[l all =

(i) La primer afirmacién es evidente. Por otra parte, d) —d1/, es una medida
real y, evidentemente,

(6 = 8iym) " = o, (B0 = b1m) = iy,
de manera que ‘60 — (51/n‘ =00 +01my |60 — (51/n‘ w 26p.
(iii) Si p € Cr [0, 1] es una funcién polinémica sigue facilmente que
(p, (1 —sin (nx)) dz) — (p, dz) .

En general, basta considerar la densidad de las funciones polinémicas
en Cg|[0,1]. Por otra parte, si n > 4 tenemos

1 1 n
||sin (nz) dz|| :/ |sin (nz)| dz = —/ |sin (nx)| dz
0 n.Jo

n

—1)[n/]
=(2/n) [n/7] + %/ sin (nz) dx

In /]
= (2/n) [n/n]+ (1+ (1) cosn) /n

> 2/m + ((—1)["/”]+1 Cosn) /n.

Luego lim, ,« ||sin (nz) dz|| > 2/7 y sigue (iii).

(iv) La necesidad es inmediata. Sea (fg),-, una sucesién total en C¢ (X) y
asumamos valida (201) para cada k. Sean f € Cc(X), e >0, m € N

315



tal que ||f — > 0% ax full, < €/3 para ciertas constantes {ax};<p<pm
en C. Existe ng € N tal que paran > ng en N es

‘<Zak e w>—/)(2ak Je dp

k=1 k=1

<e/3.

Entonces

€>2 +¢/3

F=>a fi
k=1

o0

+ +

1 n
>0

j=1

Fla) = ag fulzy)

/ (f_zak fk) dp
X k=1

= Ozy + oo+ Op, =
<k2:;ak Je> T> - /Xzak fr dp

k=1
Opy + oot O,
X

Como ¢ y f son arbitrarios sigue la afirmacién.

+

(v) Si E es continua, como = (0,0) = 0 existen { > 0, F € Py (Cc (X)) tales
que B (0,{) x Q C +7'[D(0,1)], donde

Q=nyer {n€Me(X): [(g.m) <1}.

Como X es compacto Hausdorff infinito C¢ (X)) tiene dimensién infini-
ta.?® Sea S =cl(gencF), f ¢ 5, fo=Cf/2Ifll),

s:SEPC-fo—C, s(h+a-fo)=2a, heS, acC
Claramente s estd bien definida, es lineal y si a # 0 tenemos

1+ a- foll = lal lIh/a+ foll > la| dist (fo,S),

98Si {2, },>, es una sucesién inyectiva de puntos de X sea f; : X — [0,1] continua tal
que f; (z2j-1) =0, fij(z2;) =1, j € N. Entonces {f; }j>1 es linealmente independiente.
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ie |s(h+a- fo) <[2/dist (fo,S)]||h+a- foll,desigualdad valida tam-
bién para a = 0. Por el teorema de Hahn - Banach existe una extensién
i € Mc (X) de s. En particular, 4 € Q pues (g, u) = 0si g € F. Pero
I foll = ¢/2 v E(fo, ) = 2, una contradiccién por la cual deducimos

(v).

(vi) La aplicaciéon ¥ : M¢ (X) — C, (u, ¥) = (1, p) es lineal y w— continua.

6.17.

Luego V¥ |a, (x): M4 (X) — [0,400) es w— continua. Si pg € My (X)
hay un entorno débil V de pg tal que VN M, (X) C ¥ 1{0,2||uo]]) -
En consecuencia, si f € C¢ (X) y p € VN M, (X) escribimos

[Fom L < Nl A= s O LFIT < 2ol LA

i.e. Sup,evrv, (x) |(f, #)| < +oo. Por el teorema de acotacién uniforme
V' N M, (X) deviene acotado en norma y, por lo tanto, es débilmente
acotado en M, (X) . Por el teorema de Banach - Alaoglu, como M (X)
es débilmente separado y la clausura de conjuntos acotados es acotada,
deducimos que M, (X) es localmente compacto. [J

Funciones de Rademacher e independencia es-
tocastica. Caracterizacion de la convergencia de
series Y > ¢, fu(z), en las que {cn}tn>0 €8 una suce-
sién de nimeros reales y {f,},-, son las funciones
de Rademacher. Sobre integracién del produc-
to de funciones estocasticamente independientes
en espacios de probabilidad. Lema de Borel -
Catelli. Sobre una medida en el espacio produc-
to {0,1}". El espacio I%([0,1],dz), 1 < p < oo,
y espacios de Lebesgue asociados a cierta parti-
cién de {0,1}". Un sistema ortonormal no total

de L2 ([0, 1], dz).

(1)(1) Consideremos las funciones de Rademacher:

2n

o [0,1] =R, fr= Z (-1)° #(i-1)/2nij27), N E Np. (202)

i=1
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En particular, dos cualesquiera de fi, foy fi- fo son estocdsticamente
independientes®, no siéndolo conjuntamente.

(1)(2) Si {en},5o es una sucesién de niimeros reales la serie Y ° ¢, fn(7)
converge o diverge a.e. si y solo si > .-, c2 converge o diverge respec-
tivamente.

(ii)(1) Sea (X, X, ) un espacio de probabilidad, f, g funciones integrables,
no nulas, independientes, B C R boreliano. Entonces

/ fgdu=/ fdu/gdu-
F~YB) f~Y(B) X

(ii)(2) (lema de Borel - Catelli) Si {E,}, ., es una sucesién de conjuntos
independientes, i (l1fim, ;0 Fy) = 0 sii 3% 4 (E,) < +oo.

(iii) Consideremos {0,1} con la topologia discreta. Sea p medida sobre
P ({0,1}) tal que p({0}) = p({1}) = 1/2. En el espacio compacto
X = {0,1}" sea pux la medida producto, definida sobre la o— 4lgebra
generada por partes de X del tipo A; X Ay X ... en las que, salvo un
nimero finito de n’ s, A, = {0,1} (cf. [19], Ch. VII, §38, Th. B, page
154).

(iii)(1) La aplicacién 7 : X — [0,1], 7(z) = d.o0 2,/2", © € X, es
continua.

(iii)(2) Si z € X el conjunto {z} es medible y tiene y— medida nula.

(iii) (3) El conjunto Y de elementos = de X para los que x, = 1 salvo finitos
1’ s es medible de medida nula.

9Gi (X, X, 1) es un espacio de medida y © es un conjunto de funciones medibles, se
dice que © es estocdsticamente independiente (o simplemente independiente) si para todo
F € P; (0) y para conjuntos borelianos {Bf}f€F en C es

,u(ﬂ{:céX:f(a:)EBﬁ) :H,u{wEX:f(a:)er}.

feF feF
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(iii)(4) "Siz € X —Y sea 7 (z) = Y oo, x,/2". Entonces 7 define una

correspondencia biyectiva entre X —Y y [0,1). Si0 < a <b < 1el
conjunto 7! ([a, b)) es medible y u (7! ([a,b))) = b — a.

(iv)(1) Identifiquemos los elementos z, '€ X tales que 7 (z) = 7 (2) . El
espacio cociente, al que por abuso de notacién indicaremos X, deviene
compacto con la topologia cociente y es homeomorfo a [0,1] via la
aplicacién 7. Asimismo, podemos suponer que la medida producto es
completa. Si 1 < p < oo los espacios Lf. ([0,1],dz) y L& (X, du) son
isométricamente isomorfos.

(iv)(2) Para n € N indicamos 7, : X — {0, 1} a la proyeccién canénica a la
n— ésima coordenada. Con la notacién (i)(1), f,, (¢) = 1 —2m, (7' (¢))
si t no es de la forma k/2™, k, m € Z tales que 0 < k < 2™, f,(t) =0
en otro caso''. Las funciones {f,},-, forman un sistema ortonormal
no total de LZ ([0,1],dx) . -

Solucién
(1)(1) Indicaremos g1 = fi, g2 = fa, 93 = f1 - fo. Entonces
g1 = —0,1/2) + *1/2,1), (203)

g2 = —Gg3 = —0,1/4) T 21/4,1/2) — H[1/2,3/4) T H[3/4,1)-

Si B C R es boreliano e i = 1, 2, 3 resulta g;* (B) € P ({-1,0,1}) y

100En este punto consideramos X — Y como subespacio de medida de X.
101Gj n € N es f4cil ver que f,(t) = —signsin (2"t), t € [0,1].
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tenemos el siguiente arreglo:

P({-1,0,1})] |gi" (B) g (B) g (B)

2 2 2 2

{-1} [0,3) 0. 2) U 53) 5 1)

{0} {1} {1} {1}

{1} [2:1) B2 uli) [0:5) U3 1)
{-1,0} 0.5)uf} [0 ulsd)u{lt [m3)uil)
{-1,1} [0,1) [0,1) [0,1)

{0,1} [3:1] [3:2) W [31] [0.5) U [§:1]
{-1,0,1} [0,1] [0,1] 0, 1]

Si m es la medida de Lebesgue en [0, 1], del arreglo anterior sigue que
las medidas de las preimégenes de cualquier boreliano de R por ¢;, g2 o
gz son 0, 1/2, 1. Observamos que en cada columna hay bédsicamente dos
subconjuntos de medida 1/2 iguales, salvo conjuntos de medida nula.
Si By, Bs, Bj son borelianos en C y

m({g: € Bi}) =m({g; € B;}) =1/2, 1 <i < j<3,
la condicién de independencia sigue del anélisis de tres casos (salvo con-
juntos de medida nula). Si m (g; ' (B;)) = 0 para algtin par de indices
se verifica claramente, en todo caso, la condicién de independencia. Si

m ({g; € B;}) =1, como m ({g; ¢ B;}) = 0 tenemos

m ({g; € B;}) =m ({g: € B;} N {g; € B;})

=m ({g: € Bi})-m ({g; € B;})
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y sigue asi la primera parte. Finalmente, como

0=m(z€[0,1]: {gi(z), g2(2), gs(z)} € [0,1]),

1/8=m({g: € [0,1]}) - m ({g2 € [0,1]}) - m ({g5 € [0,1]}),
{91, 92, g3} no es estocasticamente independiente.

(1)(2) La sucesién {f,},, de funciones de Rademacher es estocdsticamente
independiente. En efecto, sean F € P;(Ny), {Bn},c, subconjuntos
borelianos de R y veamos que

m (ﬂ fol (Bn)) =[[m (. " (Bn). (204)

neF nef

Si para algin n € F el conjunto {—1,0,1} N B,, es vacio o {0} ambos
miembros en (204) son nulos. Si {—1,1} C B, o {—1,0,1} C B, en-
tonces m (f, ! (B,)) = 1. Podemos suponer £ ({—1,1} N B,) = 1 para
cadan € F. Si k € N es inmediato que

m{fr=1)=m{fi =-1}) =21

Entonces, si €1, ..., e € {—=1,1} y ny, ..., nx € Nes

2%=m ({fn1 = €1, fnz = 62}) )

273 = m({fnl = €1, fnz = &9, fns = 83})’

Entonces

(et 80) =2 = T =

nefF
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Tenemos fol fndm =0y o®(f,) = 1 para cada n (i.e. cada f, tiene
varianza uno'®?). En general, si {g,},>, €s una sucesién de funciones
independientes sobre un espacio de probabilidad (X, X, 1) y existe ¢ > 0
tal que |g,| < c a.e. [u] entonces Y - | g, converge a.e. [u] sii las series
Yoo xgn diy D00 0% (fn) son convergentes (cf. [19], Ch. IX, Sec.
46, Th. D, page 199), de donde sigue (i)(2).

(ii)(1) fg es integrable porque f y g son independientes e integrables.'®?
Ademds sp-1g) = xp o f es medible, f - -1(p) es evidentemente
integrable. Como g o f y g son independientes 1% obtenemos

/ fng:/ (f - 2¢p-1(m)) - g dp
f~4(B) X

:/f-%f—l(B) du/gdu:/ fdu/gdu-
X X f~1B) X

(ii)(2) {7g,},>, es una sucesién de funciones independientes, para lo cual
basta ver que para cualquier par de subconjuntos disjuntos finitos F' y
G de N es

u(. N EZ-—E]-):_H w(E) (1= (Ey)).

Fijados F' y G, en un primer caso, como {E,}, -, es una sucesién de
conjuntos independientes podemos suponer G # 0. Si G = {j;} te-

102Gi (X, ¥, u) es un espacio de probabilidad y f : X — R es integrable, se define la

varianza de f como o2 (f) = [ (f = [x f du)2d/,t.
103Gi f1, f2 son funciones independientes, su producto es integrable sii ambas lo son, en
cuyo caso [y fi-fodp = [y fr dp= [y fo dp (cf. [19], Ch. IX, Sec. 45, Th. A, page 193).
104Gean  { fij: 1<i<k,1<j<n;} conjunto de funciones independientes,
{¢; : R" — R, 1 <1 <k} funciones borelianas,

fi(x) = ¢i(fin(x), ..o\ fin(®)), z€X, 1 <i<k.

Entonces f1, ... , fr son independientes (cf. [19], Ch. IX, Sec. 45, Th. B, page 193).
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nemos

u(ﬂ&) =u| N BUNE-E,

i€l t€FU{j1} el

0 ﬂ E, +N(ﬂE,-—Ejl>,

i€FU{j1} icF

M(ﬂEi—Ej1>=HM(Ei)— H 1 (Eq)

i€F i€F i€FU{j1}
=1 —p(E)) [ (E).
i€F

Supongamos el resultado cierto para G < ny, n; > 1, y sea G un
subconjunto de n; enteros positivos, digamos G = {js},,,, - Como

i€F i€F .
1<k<ni—1 1<k<ni Zf<k<{;“1?§’
SRXN1—

y la union es disjunta, por la hipdtesis inductiva tenemos

jz ( ﬂ E; — Ejk> = H p(E) (1—p(Ez)),

i€F, 1<k<m i€F, 1<k<ni

y sigue el paso inductivo. En segundo lugar, si G = {j1, j2}, F =0,
tenemos

X_Ejl = (X_Ejl)ﬂ(X_Ejz)UE]é _Ejla
1—p(Ej) =p((X —Ej)N (X — Ep)) + p(E)) — n(E; NE,)
=p((X = E;))N(X = Ej,)) + p(Ej) — p(Ejy) p(Ej) -
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Luego

U((X - Ejl) n (X - Ej2)) =1- :U'(Ejl) - M(Eh) + /J'(Ejl)u(Ej )

= (1 - p(Ey)) (1 - p(Es))-

Asumamos que p (NjeeX — Ej) = mijec (1 — 1 (Ej)) si 4G < ny y sea

ahora G = {E'kj }195”2 . Entonces

wl N B =u<ﬂE§>+u N B, — 5

GEG—{kny } Jjea j€G—{kny }

Por la hipétesis inductiva y el primer caso es

u(ﬂEf)= [T -uE)-

Jjea j€G—{kny }

y sigue la hipétesis inductiva. Ahora, si Y u(E,) < 400, como para
cada n es 02 (sg,) = p(Ey) — p(E,)” resulta S°° 02 (5¢5,) < 400,
En consecuencia, como {g, }, -, es acotada ) >, g, converge a.e.
(1] (cf. [19], Ch. IX, Sec. 46, Th. D, page 199). Como lim,_, . E, es
el conjunto de puntos en los que Y 7 | s, no converge la condicién es
suficiente. Por otra parte, si u (E,HWE”) = 0 entonces 22021 g,
converge a.e. y ¥ oo u(E,) < oo (cf. [19], Ch. IX, Sec. 46, Th. D,

page 199).

(iii)(1) Siu < t en Rsea x € 7! ((u,t)), donde a fortiori es 0 < ¢, u < 1.
Sea s € Qtal que m(z) < s <tyseanée€ Ntalques+2 "1 <ty
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S /28 > u. Siy e {m} X o x {2} x {0, 117 M2 tenemos

u < ji:l%/ijg z;:l%/Qk—% j;i yk/2k
k=1 k=1

k=n+1

o0
=7(y) <m(x)+ z 27k < s+ 27 <t
k=n+1

Luego {21} x ... x {z,} x {0, 11" "*% ) o5 entorno de z contenido
en 7' (u,t) y 7 es continua pues z, u, t son arbitrarios.

(iii)(2) {x} es subconjunto medible de X pues

o
{o} = [ {z1} x {22} x o x {2} x {0, 1}FH 7200
n=1
Como dicha interseccién es decreciente y X es espacio de medida finita

p({ah) = dm g [{or} x {m} % o x {an} x {0, 1020 )

= lim 27" =0.
n——+00

(iii)(3) Si Y = UL _ Vi, con Yy, = {z € X : fz7' ({0}) = m}, cada Y, es
evidentemente numerable y, por (iii)(2), de medida nula.

(iii)(4) Es facil ver que cada aplicacién 7, () = x,, £ € X —Y, n € Nes
medible. Luego m = Y > | 27", resulta medible. Ahora,

7T_1 ([0’ 1/2)) — {0} % N{2, 3, ..} y 71-_1 ([1/2, 1]) — {1} > N{2, 3, }
Dados enteros positivos k£, h indicaremos

[(k—=1)/2" k/2") si 1<k<2h
Ipn =
(2P —1) /2" 1] si k=2"
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En particular, 7! (I1) = {0} x N2 3 =} 771 (I,;) = {1} x N{2 3 -},
Sil > 1, paracadai € {1 2, 3, ..., 21} quedan determinados, univo-

camente, intervalos {]k],h }1 <i<i tales que

]i,l = ‘Iklyhl g Ik1—1,hl—1 g g Ik1,h1'

Para cada k, hes 7 ! (Iyp) C {x eX: = -1+ 1)/2} , de mo-
do que

l ki
1 _ (-D" +1 (141, 142, ..}
™ (Ii,l)_g{# x {0,1} .

Por lo tanto
pr ™t (Iy)] = 27t =m (1)), (205)

donde m es la medida de Lebesgue en [0, 1], siendo (205) vélida ain
sil=1.Seal ={r/2%, r, se N:0<r/2° <1}, 0<b<1,{b}
una sucesion creciente en I' que converge a b. Entonces

p>1

m([0.6) = m (U2, 0.5)) = lim m[0.b,) (206)
= T p 77 ((0,8,))] = p [ ([0,0))]

Andlogamente, si0 <a <1y {aq}q>1 C I es tal que a4 | a escribimos
m ((CL, 1]) =1-m [0: a] =1-m (mgil [Oa aq)) (207)

=1— lim m([0,a,) =1— lim u[x"" ([0,q,))]

g—+00 gq—+00

=1 (0,0))] = [r" (@, 1].

Como a, b son arbitrarios, de (206) y (207) sigue la afirmacién.

(iv)(1) Sea @ : LY ([0,1],dx) — L% (X, dp), ®(f) = fom, f € LT ([0,1],dx).
® estd bien definida ya que si f € L% ([0, 1] ,dx) estd deﬁmda fomyes
medible: si B C C es boreliano, (f ow) ' (B) = #~' (f~' (B)) . Ademis
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f~Y(B) es medible porque ! (B) es medible Lebesgue en [0, 1]. Como
7 es continua 7 1(G) es de clase G5 si G C [0,1] es de clase Gs. En
particular, observamos que todo abierto de X es medible (cf. [19], Ch.
VII, Sec. 38, Th. A, page 155) de modo que todo conjunto de clase G
también lo es. Como por (iii)(4) uom ! se identifica con la medida de
Lebesgue en [0,1], la preimdgen por 7 de conjuntos de medida nula
tiene p*— medida nula, donde p* es la medida exterior inducida por pu.
La completacion de u coincide con p* sobre la clase de conjuntos p*—
medibles (cf. [19], Ch. III, §13, Th. C, page 56), de modo que pode-
mos asumir que la preimagen por 7 de conjuntos de medida nula tiene
medida nula. En consecuencia f o7 deviene medible, en consideracion
a la estructura general de conjuntos medibles Lebesgue. Ademads, si
1 < p < oo tenemos

/X @) dp () = / F@OF d () (0

y, por (iii)(4), d (um ') (t) = dt, i.e. ® es una isometria. Dada ahora
g € L% (X, dp) entonces gon ' : [0,1] — C es medible. Como

[ eGP a= [ lg@? du

resulta gor~! € L ([0,1],dz) y ® (gon ') = g, 1.e. ® es un isomorfis-
mo. Si p = oo, h € LY ([0, 1], dz) resulta ||® (h)|| < ||h]|,,. Podemos
suponer h # 0y, si 0 < ¢t < ||h||,, el conjunto {s € [0,1] : |h(s)| >t}
es medible Lebesgue y tiene medida positiva. Por las observaciones an-
teriores, 77! ({|h| > t}) es medible y

pr ({18 > 1) = p({|@(h) > t]}) = m ({|h] > t}),

de donde ¢t < ||® (h)]|,, - Como t y h son arbitrarios ¢ deviene isométri-
ca. La suryectividad de ¢ sigue como en el caso anterior.

(iv)(2) Si k € Ny y n € Ny veremos que (cos (2k7t), f.(t)) = 0. Evidente-
mente podemos suponer £ > 0, n € N. Tenemos

1 on—1 (2j-1)/2" j/on—1
_/ cos (2kmt) - fr(t) dt = Z / —/ cos (2knt) dt
0 j=1 \Y/@-1/2" (25—-1)/2"
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1 A -
:—<1—cos kw) sinw.

2n71

Sea ¢, = Zf;l sin (k7 (25 — 1) /2" '), n € N. Evidentemente ¢; = 0
y, si n > 1, podemos escribir

on—2

Ckr(4—3) . kr(dl—1)
Cn:Z(Slni—}‘SlnT

2n—1
=1

on—2
km . km(20-1) km
=2 COSW;SIHWZQ COSW Cp—1-

Por lo tanto, inductivamente sigue que ¢, = 0 para todo n y sigue la
afirmacién. Como ||cos (2knt)||, = 1/v/27 el sistema {f,},5, es no
total. Ademds, sin, m, i, j € N, 1 <7 < 2" 1 < j < 2mtn
cada intervalo [(¢ — 1) /2", i/2") es unién disjunta de 2™ intervalos
[(j —1)/2m*n, j/2m+") . Por (202) {f»},~, deviene enseguida conjun-
to ortonormal. (J -

6.18. Un teorema de Kakutani - Markoff

(Teorema de Kakutani - Markoff, cf. [26], [22]) Sea X un espacio com-
pacto, I un conjunto no vacio de funciones continuas sobre X. Si I' es con-
mutativo para la composicién existe u € M (X) tal que u (u) = p para toda
u € T, donde u () € M(X) es la medida naturalmente inducida sobre X por
cadau €Ty peM(X).1

Solucién

Siu €I consideremos

u:M(X) = M(X), (g,u(p) =(gou,p), p € M(X), g€ CX).

105En particular, p se dice que es una medida invariante respecto a T.
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Evidentemente, u es lineal y débilmente continua. Sea
I'={Ay,: vel, neN},

donde parau € T, n € N escribimos A, = 1/n 37" ui-1. Sea I"el conjunto
de composiciones (en nimero finito) de elementos de I'. Si K es el cono
de medidas positivas sobre X de masa total uno entonces K es convexo
y débilmente compacto. Ademds, si u € I' entonces u (K) C K y, por la
convexidad de K, A, , (K) C K sin € N. En consecuencia K es ["invariante.
Si E = {J(K): 9 €I} entonces = es una base de filtros en K, pues si
Y1, Yg € [Mexiste ¥y € [Vtal que 9y (K) C 91 (K) Ny (K). Para ello, basta
hacer ¥y = 11 0¥y, observar que ¥; y ¥ conmutany 9; (K) C K, j=1, 2.
Fijado ¥ € I" el conjunto 9 (K) es subconjunto débilmente compacto de
K, como sigue considerando redes en K y la estructura de elementos de I".
Como = tiene la propiedad de interseccién finita y K es débilmente compacto
NE#D.SiuweNZneN, uel existe u € K tal que pg = Ay (1) Si
f € C(X) escribimos

[(f, ulpo) = po)l = {f ow—f, po)l = [(fou—f, Aun ()]

=1/n

<fou—f, Z_ju?(u)>‘

de donde ||@ (110) — po|| < 2/n 'y, como n es arbitrario, sigue que @ () = po-
U

6.19. Funciones compresibles e incompresibles sobre
un espacio localmente compacto. Teorema de re-
currencia de Poincaré.

Sea X espacio localmente compacto, ¥ la o— dlgebra de conjuntos me-

dibles respecto a una medida positiva p sobre X, u : X — X una funcién
continua tal que pu(u='(Z)) = 0 si Z € N,, donde N, es la subclase de
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¥ de conjuntos de medida nula.'%Si n es un entero no negativoy 4 C X
denotaremos u"(A) al conjunto (u")”" (4). También escribiremos

Aent = U;:ozou—n(A)’ Aret =AN u_l(Aent); A’ret inf = A n ﬂzozou_n(Aent)-
(208)
Diremos que un conjunto medible A es de clase w respecto a u si {u™"(4)},<,
es sucesion disjunta, en cuyo caso escribiremos A € w[u]. u se dird incom-
presible si para cada A € ¥ tal que u™'(A) C Aresulta A—u' (A) € N,. u
se dira compresible si no es incompresible.

(i) Son equivalentes: (a) wlu] C N,. (b) StAe€ X, A— At € Ny. (c) ues
incompresible. (d) Si A€ X, A — Ayet inf € Ny

(ii) u es compresible sii existe f : X — R funcién medible tal que fou > f
yu({fou>f})>0.1

(iii) (Teorema de recurrencia de Poincaré) Si X es compacto y u es invariante
respecto a 1 entonces u es incompresible.

(iv) Si X tiene una base numerable de abiertos y u es incompresible existe
Z € N, tal que para todo x ¢ Z y todo entorno U de z en X es
u™ (x) € U para infinitos enteros positivos n’s.

Solucién

106Gea S; (X) (resp. Sy(X)) la clase de funciones f : X — R semicontinuas y acotadas
inferiormente (resp. semicontinuas y acotadas superiormente) por alguna funcién conti-
nua. Si f € 8; (X) (resp. f € S5 (X)) escribimos p* (f) = supgec(x): g<5 (9,1) (vesp.
p (f) = infoec(x): g>5 (9,1)). Ademds, si h: X — R es una funcién arbitraria definimos
w* (h) = infres,(x): pon p* (f) (vesp. pux (h) = supses, (x): r<n t«(f)). Entonces

Ny ={Z € P(X): u* () = 0}

y ¥ contiene a los subconjuntos de X que son unién disjunta de un conjunto de N, y de
una sucesién de subconjuntos compactos (cf. [11], Ch. XIII, §9, page 134). Por ello, en las
condiciones presentes, u~1(A) € ¥ para cada A € 3. Si B C X se indica pu*(B) = u* (»B),
s (B) = ps (3¢8) (medidas exterior e interior de B respectivamente). A fortiori, si B € &
ambas cantidades coinciden y se denota p (B) al valor comin (cf. [11], Ch. XIII, §7, page
123).

107Gea u compresible, n entero positivo mayor que uno, f : X — R funcién medible
tal que fou > f yu({fou>f}) > 0. Como fou™ > fou™ 1 > ... > f tenemos
{fou>f} C{fou™> f}y, por lo tanto, u™ serd compresible.
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[(a) = (c)] Si p(ut(A)—A) = 0 para cada A € ¥ tal que A C u'(A)
entonces u es incompresible. En efecto, si B € ¥ es tal que v '(B) C B
entonces X — B C X —u!(B)y X —u}B) = v X — B). En
consecuencia p (u (X — B)N B) =0y, como

v (X -B)NB2B-u!(B)

es u (B —u"Y(B)) = 0. Ahora, si u es compresible existe C € ¥ tal
que C Cu'(C)y p(u(C)—C) >0.Sea D=uC)-C,peN,
zeDNuP(D).ComoC Cu(C)yDCuC)esuf(z) eCND,
lo que es imposible porque C N D = (). Si ademds n € Ny resulta

v (D)Nu P (D)=u"(DNu? (D)) =0.
Como D es medible D € w[u]. Pero p (D) > 0 contradice (a) .
(i) [(c) = (b)] Si A € ¥ por (208) es u™" (Aens) C Aept- Luego

Aent - uil (Aent) € Nu

Yy
A— Aret =A- uil(Aent) C Aent - uil(Aent)a

de donde A — At € N,. [(b) = (a)] Si A € w(u], como {u™"(4)},5
es sucesion disjunta podemos escribir -

A=Ay =02, (A—u™(4) = 4, (209)
y por hipétesis resulta A € N,,.
[(b) = (a)] Observar que la identidad (209) es valida si A € w[u].
[(a) = (d)] Podemos escribir A — A,¢; int = US_ By, donde
By =M, (A—u™4)), meN,.
Fijado m tenemos By, € w [u], pues es medible y, si r € Ny,
u™" (Bm) = MLy, (u™ (4) —u™"7"(4)),

de manera que {u " (By,;)},s, €s una sucesién inyectiva. Por la hipétesis
deducimos que A — A,¢ inf € N,
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[(d) = (b)] Notar que A— Aret inf 2 A—- Aret-

(i) Si u es compresible sea A € X tal que A C u™'(A) y u (v (4) — 4) > 0.
Entonces

wa(u(x)) =1=24(z) si x€ A,
wa(u(z)) >0=1s4(x) si x¢ A

y basta considerar f = s¢4. Reciprocamente, por hipétesis existe r € Q
tal que p ({f <r < fou})>0.Como fou> fes

u ' ({f >rh) 2{f>r}.
Si u fuese incompresible p (u™t ({f >r}) — {f >r}) = 0. Pero

{f<r<foupCu({f>r}) —{f>r},
y u es necesariamente compresible.

(iii) Por la compacidad de X y el teorema de Markoff - Kakutani hay al-
guna medida invariante respecto a u. Si y es u— invariante entonces
(fou,u) = (f,u) para cada f € C(X). Sea C compacto tal que
C C u™(C). s y s4-1(c) son scs porque C'y u~'(C) son cerrados
(cf. [11], Ch. XII, 12.7.4, page 25). Podemos escribir

1(C) = pu (30) = secot o (g, 1) = secot L (g ou, p)
> inf (hy 1) = pe (Gru-1(09) = 1 (w1(0)) > p(O).

T heC(X): h>(sc)ou

Como p(u™'(Z)) = 0 si Z € N,, de la estructura de los elementos
de X concluimos que p(u™(4)) = p(A)si A e . SiACu Ay
A€ X, como p es finita u™'(4) — A € N, y u es incompresible.

(iv) Sea {V,},cn una base de abiertos de X, Z = U2 1V, — (Vo) ,op ims - Si U
es incompresible Z € N,. Sea ¢ ¢ Z, U C X entorno de z, ng € N tal
que z € Vy,, vy Vp, € U. Como

Z = Vo =T 00 v (V)
n=1
es T € My, 100 u™™ (Vy,) v sigue (iv). O
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6.20. Una medida boreliana no regular en el plano real.

Consideremos el plano R? con la siguiente topologia \: un subconjunto
es abierto si y solo si su intersecciéon con cada recta vertical es abierta en
dicha recta respecto a la topologia usual de R. Luego (R?,\) es espacio de
Hausdorff localmente compacto y, si f € C, (R?, \), hay un conjunto finito
F; C R tal que f(z,y) =0si (z,y) € R — F; x R. La relacién

A=Y [ ey dn fec (®.),

z€F ¢

define un operador A € C, (R?, A)’, . La tinica medida de Borel i que realiza
a A segin el teorema representaciéon de F. Riesz es no reqular. %8

Solucién

Claramente A es una topologia separada; {z} X (y — 1,y + 1) es entorno
A— abierto de (z,y) € R? con clausura {z} x [y — 1,y + 1] compacta. Si
K C R? es A— compacto, como {{z} x R} . (3R)/(zy)ex €S cubrimiento
A— abierto de K, existe G € Ps(R) tal que K C Uzeq{z} x R Por ello
A estd bien definida y es un funcional lineal positivo sobre C, (R?, ). Sea
i la medida de Borel asociada, V' € A tal que Rx {0} C V. Si z € R sea
0<ep<ltalque{z}x(—ez,6;) CVyW = Uger {x} X (—€4,€,), de modo
que W e AyRx {0} CW CV.ComoR=U>2,{z:1/(n+1)<e; <1/n}
existe ng € N tal que el conjunto I ={z:1/(ng+1) < e, < 1/ny} es infinito
(m4s atn, no numerable). Si F € Py (I) sea f € C. (R?,\) talque 0 < f <1,
SUpD () € Uper {2} X (—e0r22) ¥ f (@,5) = 18t [y| < £2/2 € F . Entonces
(cf. [43], Ch. 2, Th. 2.14, (1), page 43)

p(V)>pu(W)>Af>> e > () / (no+1)

y, como [ es arbitrario, p (V) = +o0. Asi p(Rx {0}) = +oo porque V
es arbitrario (cf. [43], Ch. 2, Th. 2.14, (c), page 42). Por otra parte, si C

108Una medida positiva p definida sobre la o— &lgebra de Borel de conjuntos de un
espacio de Hausdorff localmente compacto X es regular si, para cada conjunto de Borel E
de X, se verifica

pw(E)=inf{u(U): UDE, U— abierto}

=sup{p(K): K CE, K — compacto}.
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es subconjunto compacto de Rx {0} deducimos, por la observacién sobre la
estructura de conjuntos A— compactos, que C' se reduce a un nimero finito
de puntos. Como p (C) =inf{Ag: g € C.(R?,\)} (cf. [43], Ch. 2, Th. 2.14,
(7), page 44), si (a,0) € Cy d >0sea g€ C, (R*,\), 0<g <1,

supp (g) € {a} x [-6/2,5/2].

Entonces 1 ({(a,0)}) < Ag < 6 y como 0§ es arbitrario x ({(a,0)}) = 0. Luego
w1 (C) =0y, como Rx {0} es boreliano, i es no regular. [J
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