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Prefacio

La teorfa general de las estructuras es una herramienta muy poderosa. Siem-
pre que alguien pruebe que sus objetos de estudio satisfacen los axiomas de
cierta estructura, obtiene, de inmediato para sus objetos, todos los resulta-
dos vilidos para esa teorfa. Ya no tiene que comprobar cada uno de ellos
particularmente. Actualmente, podria decirse que las estructuras permiten
clasificar las diversas ramas de la Matemética.

Este texto contiene el trabajo escrito a lo largo de varios anos del mate-
rial correspondiente a nuestro curso sobre la materia (Algebra Moderna IT)
que hemos impartido en la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional
Auténoma de México. Después de haber ofrecido por muchos anos el curso
con excelentes textos, algunos citados en la Bibliografia, y de los cuales hemos
sido inspirados, decidimos escribir uno que siga el enfoque de los libros [L11]
[L12] y [L13]. Es decir, escogimos una presentaciéon moderna donde introduci-
mos el lenguaje de diagramas conmutativos y propiedades universales, tan
requerido en la Matemética actual asi como en la Fisica y en la Ciencia de
la Computacién, entre otras disciplinas.

Ha sido nuestra intencion la de llegar al Teorema Principal de la Teorfa de
Galois de la manera mads corta y elegante posible. Hemos visto que el exponer
demasiado material hace muy tedioso el curso a los alumnos y al profesor,
ademds de que algunos alumnos pierden de vista el objetivo dentro de un
mar de definiciones y proposiciones. Creemos haber logrado este propdsito.

El texto consta de dos capitulos con tres secciones cada uno. Cada seccién
contiene una serie de problemas que se resuelven con creatividad utilizando
el material expuesto, mismos que constituyen una parte fundamental del
texto. Tienen también como finalidad, la de permitirle al estudiante redactar
matemadtica. El libro estd disenado para un primer curso sobre la Teorfa de
Galois el cual se cubre en su totalidad en cuarenta horas de clase.
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Deseamos agradecer a nuestros alumnos y a los arbitros revisores el haber
hecho oportunas y acertadas sugerencias para mejorar este texto. Cualquier
falta u omisién que ain permanezca es de nuestra exclusiva responsabilidad.
En particular, el segundo autor de este libro agradece y aprecia el enorme
esfuerzo y dedicacién de su esposa, la Dra. Flor de Ma. Aceff quien a
pesar de su delicado estado de salud por varios anos, siempre mostré el
profesionalismo y amor a la Matematica trabajando en el presente texto con
todo su entusiasmo.

Finalmente, comento que hemos decidido incluir este texto dentro de
las Publicaciones Electrénicas de la Sociedad Matematica Mexicana con el
dnimo de predicar con el ejemplo y mostrar la confianza en este tipo de
publicaciones.

Ciudad Universitaria.
Agosto de 2011.



Introduccion

Como es frecuente en la Matematica, los intentos por resolver un problema
especifico dan lugar a una Teorfa Matemdtica. En este caso, los intentos
por encontrar soluciones por radicales de ecuaciones algebraicas dan como
resultado varias de las ramas de la Matematica: la Teorfa de Grupos, la
Teoria de Anillos y la Teoria de Galois entre otras. En [A-Lll] y [A-LI2] el
lector puede encontrar otros ejemplos de esta situacion. La Teoria de Galois
es una interaccion entre grupos, campos y polinomios, entre el Algebra Lineal
y la Teorfa de Grupos.

Se sabe de la escuela secundaria cémo encontrar por el método de radi-
cales las soluciones de un polinomio cuadratico, con coeficientes en R, de la
forma f(t) = at®> 4+ bt + ¢, con a # 0. Esto lo sabfan los antiguos babilo-
nios alrededor del ano 1600 A.C. Las raices estdn dadas mediante la férmula
(—b + v/b? — 4ac)/2a. Esta solucién estd en una tableta de barro que so-
brevive hasta la fecha. Este método es vélido para cualquier polinomio con
coeficientes en un campo de caracteristica diferente de 2 cuyas raices estdn
en la cerradura algebraica de ese campo. Lo mismo sucede para polinomios
de grado 3 y 4 (del Ferro, Tartaglia, Ferrari y Cardano en 1545) sobre los
nimeros racionales. Los matemaéticos trataron por cientos de anos de encon-
trar una férmula por radicales para polinomios de grado 5 (Lagrange en 1770
vy Ruffini en 1799 probaron que los métodos para grados 3 y 4 fallan para
grado 5). Fue Abel en 1824 y 1826 quien probé que esto no puede necesaria-
mente resolverse por radicales. En fin, la solucién de ecuaciones polinomiales
ha sido un problema matemaético por més de 3500 anos.

Galois asocié a cada ecuacién un grupo, llamado ahora, de Galois en
honor a él. Este grupo consiste de un subconjunto de permutaciones de las
soluciones. A partir de las propiedades del grupo de Galois se pueden deducir
propiedades de una ecuacién, sin hacer mencién de ella. Vagamente, la idea
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8 Introduccion

principal de la Teorfa de Galois es la de considerar las permutaciones de las
raices de un polinomio que tienen la caracteristica de que permutadas siguen
satisfaciendo cualquier ecuacién algebraica que satisfagan originalmente. Es-
tas permutaciones de las raices forman un grupo, el grupo de Galois.

El concepto que abarca a los polinomios y a los campos es el de anillo
conmutativo. Comenzamos el Capitulo I estudiando el sistema algebraico de
los anillos. La palabra anillo fue introducida por David Hilbert. Alrededor
del ano 1921, Emmy Noether fundamenta la Teorfa de Anillos Conmutativos.
También estudiamos dos tipos de anillos importantes, los dominios enteros y
los campos. El concepto de campo (o cuerpo) fue considerado por Dedekind
en 1871, por Kronecker en 1881, y por ambos alrededor de 1850 en sus
clases. Pero fue Weber en 1893 quien proveyé de una definicién como la
que actualmente usamos. El concepto de ideal fue introducido por Kummer
alrededor de 1850 y utilizado como ahora lo conocemos por Dedekind.

En 1881 Leopold Kronecker proveyé una extension de un campo adjun-
tado una raiz de un polinomio irreducible. En 1894 Dedekind fue el primer
matematico en desarrollar el concepto de automorfismo de campos, lo llamé
permutaciones del campo. Fue Emil Artin en 1926 quien desarrolld la relacion
entre campos y grupos con mucho detalle y enfatizé que la Teorfa de Galois
no deberfa tener como meta la de determinar las condiciones de solubilidad
de ecuaciones algebraicas sino la de explorar las relaciones entre las exten-
siones de campos y los grupos de automorfismos y es esta tltima intencién
la que se sigue en el presente texto.

Con respecto a la notacién para una extension de campos hemos preferido
denotar con K’ »— K una extension imitando una torre rotada 90 grados a la
derecha, es decir, una torre acostada de campos ya que esto facilita visualizar
especificamente los campos y su respectiva inclusién en otros.



Capitulo I

Teoria de Anillos

1.1 Anillos

En esta seccion definiremos varias estructuras algebraicas que son los objetos
de estudio de la Teoria de Anillos. Para un breve panorama de algunas
estructuras algebraicas incluyendo las de los anillos véase [L13]. Supondremos
que el lector ya conoce los fundamentos de la Teorfa de Grupos como en [L13]
y utilizaremos la notacién que ahf se expone.

1.1 Definicién. Un anillo es una terna (A, +,-) donde A es un conjunto
no vacio, + y - son operaciones binarias tales que

(i) (A,+) es un grupo conmutativo

(ii) (A,-) es un semigrupo

(i) u(v +w) =w +vw y (u+v)w = vw + Vw

La propiedad (iii) se llama ley distributiva.

Noétese que se ha suprimido el sfmbolo -, en uv, como es usual en la
notacion utilizada en la Teoria de Grupos.

1.2 Ejemplos. Ellector podrd comprobar que (Z, +, ), (Z,, +, ), (Q,+, -),
(R, +,), (M,K,+,-), (K,+,-), (K[z],+,-), (C,+,-) son anillos, (Problema
1.1).

Si un anillo (A, +, -) satisface
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(iv) (A,-) es un semigrupo conmutativo, entonces (A,+,-) se llamard
anillo conmutativo.

Si (A, ) es un monoide, diremos que (A, +, -) es un anillo con identidad
o con uno. Denotaremos con 1 a este unico elemento neutro del monoide.

Si consideramos un anillo A con multiplicacién dada por (u,v) — uv
pero definimos su multiplicacién como (u,v) — vu, obtendremos un anillo
llamado opuesto de A, denotado °A, que tiene el mismo elemento cero y
uno de A. Dicho anillo coincide con A solamente cuando A es conmutativo.

Si el producto de dos elementos distintos de cero de un anillo A es el ele-
mento cero del anillo, entonces esos dos elementos se dice que son divisores
de cero. Si un anillo conmutativo (A, +,-) con 1 # 0 no posee divisores de
cero, se llamard dominio entero. Si un dominio entero posee un inverso
multiplicativo para cada elemento no nulo, se dice que es un anillo con
division.

Observe que un anillo con uno es un anillo con divisién, si, y sélo si, los
elementos distintos de cero forman un grupo bajo la multiplicacién (Problema
1.2). Los cuaternios H constituyen un ejemplo de anillo (no conmutativo)
con divisién (Problema 1.3).

Finalmente, un campo es un anillo conmutativo con divisién.

1.3 Ejemplos. Z es un dominio entero, 2Z es un anillo conmutativo
sin elemento de identidad para la multiplicacién; Z, no es dominio entero
para toda n, solamente cuando n es primo. @Q, R y C son campos bajo
las operaciones binarias usuales en cada uno. Las matrices cuadradas sobre
cualquiera de los tres campos mencionados son un anillo no conmutativo con
uno. Los enteros médulo n son anillos conmutativos con uno y cuando n
es primo, son campos. Los divisores de cero del anillo 7Z,, son los elementos
distintos de cero que no son primos relativos con n, por lo tanto, Z, no posee
divisores de cero para p primo.

1.4 Definicién. Diremos que un subconjunto I' de un anillo (A, +,-)
es un subanillo de A si I' es, a la vez, un anillo estable o cerrado [L13,
[.1.6] bajo las operaciénes binarias inducidas. Lo denotaremos I' < A. Si el
subanillo I" de un anillo A es un dominio entero, entonces diremos que I' es
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un subdominio de A. Si el subanillo I' de un anillo A es un campo, entonces
diremos que I' es un subcampo de A.

De la definicién de subanillo es inmediato el siguiente resultado que pro-
porciona una manera de comprobar si un subconjunto de un anillo es un
subanillo de él.

1.5 Proposicién. Un subconjunto I' de un anillo (A, +, ) es un subanillo
de A si, y sélo si, I' es estable o cerrado bajo + y -, ie,siz—yel'yay e
para cualesquiera z, y € I'.

Demostraciéon. Véase el Problema 1.4.4¢

1.6 Ejemplos. Para todo entero n € Z, nZ < 7. Z <R < C. Pero
como dominios enteros, Z es un subdominio de R y nZ no es un subdominio
de Z para n distinto de 1 y —1. Q es un subcampo de R, pero Z no es un
subcampo de R.

Es facil ver que un subanillo no trivial I' de un dominio entero A es un
subdominio de A si, y sélo si, I' contiene al elemento de identidad de A
(Problema 1.7). Asimismo, es facil ver que un subanillo I" de un campo A es
un subcampo de A si, y sélo si, para todo elemento z € T, su inverso 2! € T’
(Problema 1.8).

A continuacion, veamos un concepto que hace el papel para la Teoria de
Anillos equivalente a la de subgrupo normal para la Teoria de Grupos.

1.7 Definicién. Un subanillo I de un anillo A se llamard ideal izquierdo
de A si para toda x € A y para toda a € I se tiene que za € I, es decir,
AI C I. Un subanillo I de un anillo A se llamara ideal derecho de A si
para toda z € A y para toda a € I se tiene que ax € I, es decir, IA C I. Un
subanillo I de un anillo A se llamard ideal de A si es ideal izquierdo e ideal
derecho a la vez.

1.8 Ejemplos. El subanillo nZ es un ideal de Z. Los subanillos A y 0
son los ideales triviales de A. Los ideales izquierdos de A son los ideales
derechos de °A.

Observe que si A es un anillo e I un ideal de A, la parte aditiva de A
constituye un grupo abeliano y, por lo tanto, I es un subgrupo normal de A.
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Los ideales de un anillo distintos de los triviales se llamardn ideales propios
no triviales.

1.9 Proposicién. Sea A un anillo con divisién. Entonces A solamente
posee ideales triviales.
Demostraciéon: Sea [ un ideal no trivial cualquiera de A. Como [

es no trivial, posee un elemento a € I diferente de cero. Por ser [ ideal,
1 =aa"! €I Porlotanto, A=1AC IACI. Luego, [ = A.4

Observe que debido a esta proposicién, un campo no puede poseer ideales
propios no triviales.

., Coémo se relacionan dos anillos? Mediante funciones que preserven la
estructura de anillos.

1.10 Definicién. Si (A, o, )y (A, +,-) son anillos, un homomorfismo
de anillos es una funcién que es un homomorfismo del grupo conmutativo
de A en el grupo conmutativo de A’ y que también es un homomorfismo del
semigrupo de A en el semigrupo de A’, es decir,

flxoy)=f(x)+ fly)y fleaxy) = f(z)- fly).

Usualmente utilizaremos, por abuso, la notacién + y - para denotar las
(posibles) diferentes operaciones binarias de dos anillos relacionados mediante
un homomorfismo, quedando la notacién imprecisa, pero usual

flx+y)=f@)+ fly)y flz-y) = f(x) fy)

0 peor aun,

flx+y) = fl@)+ fly)y flay) = f(2)f(y).

Imitando lo correspondiente para grupos [L13] tenemos la siguiente

1.11 Proposiciéon. La composiciéon de dos homomorfismos de anillos es
un homomorfismo de anillos.
Demostracién. Sean f : A" — Ay g : A — A” homomorfismos de

anillos. Luego (go f)(z +y) = g(f(z +y)) = g(f(x) + f(y)) = g(f(x)) +
9(f(y)) = (go f)(x) + (9o f)(y). Andlogamente, (go f)(zy) = g(f(zy)) =
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g(f(x)f(y) = g(f(x)g(f(y)) = (go f)(x)(go f)(y). Porlo tanto (go f) es

un homomorfismo de anillos. 4

1.12 Definicién. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos. Di-

remos que f es un isomorfismo, y escribiremos f : A = A si existe un
homomorfismo g : A" — Atal que go f =1,y fog= 1.

Es fécil comprobar (Problema 1.11) que, si g existe estd determinada en
forma tnica; lo denotaremos con f~! y se llama inverso de f. Diremos que
dos anillos A y A’ son isomorfos si existe un isomorfismo f : A =N y
escribiremos A = A'.

1.13 Definicién. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos. El
nicleo de f, denotado ker f, es el conjunto de todos los elementos x € A
tales que f(z) = 0 donde 0 denota la identidad aditiva de A’. La imagen de
f, denotada im f, es el conjunto de f(x) con z € A.

Observe que solamente vemos el concepto de niicleo de un homomorfismo
de anillos como miicleo de la parte de grupo aditivo de los anillos. Atin cuando
los anillos sean con uno, no pediremos que la imagen del uno del anillo del
dominio vaya a dar al uno del anillo codominio (Problema 1.12).

Si en la definicién de homomorfismo se tiene que ker f = {0}, diremos
que [ es un monomorfismo y lo denotamos f : A — A’; si im f = A/,
diremos que f es un epimorfismo y lo denotamos f : A — A’ y si [ es
tal que ker f = {0} e im f = A’, entonces diremos que f es un isomor-
fismo. De otra manera, f es un monomorfismo cuando es inyectiva; es un
epimorfismo cuando es suprayectiva y es un isomorfismo cuando es biyectiva.
Llamaremos endomorfismo a un homomorfismo f : A — A y diremos que
es automorfismo si dicha f es biyectiva.

Observe que, como grupos conmutativos, 2. : Z —27Z dado por z — 2z
establece un isomorfismo de grupos abelianos pero, como anillos no se tiene
un isomorfismo.

Diremos que un homomorfismo f: A — A’ es trivial si f(x) = 0 para
todo z € A. Es decir, im f = {0}. Equivalentemente, f = 0 si, y s6lo si,
ker f = A.
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Recuérde que si A es un subconjunto de B, la funcién ¢ : A — B dada
por t(a) = a € B para toda a € A se llama inclusién de A en B. La
funcién identidad de un anillo A en si mismo es un homomorfismo llamado
homomorfismo de identidad.

1.14 Proposicién. Sean f: A" — A, g: A — A” dos homomorfismos de
anillos y h = g o f la composicién. Entonces, (i) si A es monomorfismo, f es
monomorfismo, y (ii) si h es epimorfismo, g es epimorfismo.

Demostracién. (i) Supongamos que h es monomorfismo. Si f(z) = f(y)
luego h(z) = g(f(z)) = g(f(y)) = h(y). Como h es monomorfismo, = = y.
Por lo tanto, f es monomorfismo. (ii) Supongamos que h es epimorfismo.
Entonces h(A") = A”. Luego, A” = h(A') = g(f(A")) € g(A) C A”. Por lo
tanto, g(A) = A". 4

Problemas.

1.1 (i) Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respec-
tivas en el Ejemplo 1.2 son efectivamente anillos.

(ii) Defina operaciones binarias de suma y producto en nZ y pruebe que
nZ es un anillo, n entero positivo.

1.2 Pruebe que un anillo con uno es un anillo con divisién, si, y sélo si,
los elementos distintos de cero forman un grupo bajo la multiplicacién.

1.3 Verifique que los cuaternios H forman un anillo (no conmutativo) con
divisién.
1.4 Pruebe que un subconjunto I' de un anillo (A, +,-) es un subanillo

de A si, y solo si, I es estable o cerrado bajo + y -.

1.5 Compruebe que si G es un grupo abeliano, entonces el conjunto de
endomorfismos End(G, G) con la composicién es un anillo.

1.6 Compruebe que los anillos (Z, +, ), (Z,,+, ), (Q,+, ) son conmuta-
tivos y que End(G, G) del Problema 1.5 no lo es.

1.7 Pruebe que un subanillo no trivial I' de un dominio entero A es un
subdominio de A si, y sélo si, I' contiene al elemento de identidad de A.
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1.8 Pruebe que un subanillo I' de un campo A es un subcampo de A si,
y s6lo si, para todo elemento z € T, su inverso z—* € I.

1.9 Sea A un anillo. Pruebe que el conjunto I ={z € A | nx =0,n € Z}
es un ideal de A.

1.10 Pruebe que f : Z — Z,, dado por x — r, donde r es el residuo
modulo n es un homomorfismo de anillos.

1.11 En la notacién la Definicién 1.12 pruebe que, si g existe, estd de-
terminada en forma unica, el cual es denotado con f~! y se llama inverso de

f

1.12 Proporcione un ejemplo en donde bajo un homomorfismo de anillos,

FiA = N, f(1y) # L.

Pruebe que, como anillos, Z; x Z; es isomorfo a Z;; cuando el mdximo
comun divisor (i,7) = 1.

1.14 Encuentre las raices de la ecuacién 2% — 7z + 12 en Zs.

1.15 Pruebe que los inversos izquierdo y derecho de una unidad en un
anillo con uno coinciden.

1.16 Demuestre que los divisores de cero del anillo Z,, son los elementos
distintos de cero que no son primos relativos con n, por lo tanto, Z, no posee
divisores de cero para p primo.

1.17 Demuestre que si A es un dominio entero finito, entonces A es
campo.
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1.2 Propiedades elementales y
Teoremas de Isomorfismo

Veamos algunas propiedades de los anillos.
2.1 Proposicién. Sea A un anillo. Entonces
(i) 0z = 0 = 20 para toda = € A.

(ii) En un anillo A vale la ley de cancelacién para todo elemento distinto
de cero si, y sélo si, A no posee divisores de cero.

(iii) (—2)y = z(—y) = —(vy), para toda =,y € A.
(iv) (—x)(—y) = zy para toda z,y € A.

Demostracién. (i) Como 0 =0+ 0, 0z = (0 + 0)z = Ox + Ox. Luego,
0z = 0. Andlogamente, 20 = 0.

(i) Supongamos que en A vale la ley de la cancelacién para todo elemento
distinto de cero. Veamos que A no tiene divisores de cero. Tomemos el
producto de dos elementos distintos de cero tal que su producto sea cero,
es decir, zy = 0. Por la parte (i), z0 = 0. Luego xy = x0. Como z # 0,
entonces y = 0. Esto contradice el hecho de que y # 0.

Ahora, supongamos que A no tiene divisores de cero. Supongamos que
ra = ya para a # 0. Luego, por la distributividad, (z — y)a = za — ya = 0.
Como a # 0 y A no posee divisores de cero, x —y = 0. Asi, x = y.

(iii) Como zy + (—2)y = (z + (—2))y = Oy = 0 luego (—z)y = —(zy)
pues el inverso es tnico. Anslogamente xy + 2(—y) = z(y + (—y)) = 20 = 0,
luego z(—y) = —(zy).
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(iv) Por (iii) —(z(~y)) = (=2)(~y). También, por (iii), —(z(-y)) =
—(—(zy)). Luego, —(—(zy)) + (—zy) = 0. Luego, —(—(zy)) = zy. Asi,
(—x)(—y) = zy para toda x,y € A.

Sea (A, +,-) un anillo con uno. Un elemento z € A se llama inverso
izquierdo de un elemento invertible por la izquierda y € A si zy =
1. Anélogamente, un elemento x € A se llama inverso derecho de un
elemento invertible por la derecha z € A si zoz = 1. Diremos que y € A
es invertible o unidad si es a la vez invertible por la izquierda y la derecha.

Es fécil comprobar que los inversos izquierdo y derecho de una unidad en
un anillo con uno coinciden y que el conjunto de unidades es un grupo bajo
la multiplicacién (Problema 2.6).

Observe que si I es un ideal con uno de un anillo conmutativo con uno
A, se tiene que AI C I, es decir xI C I para toda x € A. Si tomamos y € [
una unidad de A, entonces consideremos x = y~ 1. Luego, y 'y =1 € I. Asi,
xl C I, para toda x € Ay x1 =z € A. Entonces I = A. Ademsds si A es
un anillo no necesariamente conmutativo con uno e I un ideal que contiene
también al uno de A, entonces I = A.

2.2 Proposicién. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos. En-
tonces ker f es un ideal de A e im f es un subanillo de A’.

Demostracién. Por [L13, 1.3.20] ker f e im f son subrupos de la parte
abeliana aditiva de A y A’ respectivamente y ficilmente se puede ver que
son subsemigrupos de la parte multiplicativa de A y A’ respectivamente.
Para ver que ker f es un ideal de A, sea x € ker f y a € A. Entonces
flax) = f(a)f(x) = f(a)0 = 0. Por lo tanto, ax € ker f. Anélogamente,
xa € ker f. Luego, ker f es un ideal. ¢

Una consecuencia inmediata es la siguiente: sea f : A — A’ un homo-
morfismo no trivial donde A es un campo y A’ un anillo. Por la proposicién
anterior, ker f es un ideal de A y por 1.9, como A es campo, no posee ideales
no triviales, es decir, solamente posee al 0 y a A como ideales. Como f no
es trivial, ker f = 0 y por lo tanto, f es monomorfismo.

Es inmediato comprobar que todo dominio entero finito es un anillo con
divisién (Problema 2.1) y que todo dominio entero conmutativo finito es
un campo (Problema 1.17). Observe que todo dominio entero y anillo con
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divisién poseen al menos los elementos de identidad bajo la suma y multipli-
cacion. Por ejemplo, el dominio entero Z no es un campo pues todo entero
distinto de +1 no posee inverso.

De manera semejante a [L13, 1.3.18] se tiene la siguiente

2.3 Proposicion. La interseccién de subanillos de un anillo es un sub-
anillo.
Demostracion. Véase el Problema 2.5.4

Imitando la definicién de [L12, 1.2.17] para espacios vectoriales, tenemos

2.4 Definicién. Sea S un subconjunto de un anillo A. La interseccién
de todos los subanillos de A que contienen a S se llama subanillo de A
generado por S.

Definiciones semejantes se tienen de subdominio o subcampo gene-
rado por un subconjunto S.

2.5 Definicién. Diremos que un anillo A es de caracteristica 0 (deno-
tada car(A) = 0) si n = 0 es el unico entero tal que nxz = 0 para toda = € A.
Si A no es de caracteristica 0, el menor entero positivo n tal que nx = 0 para
toda x € A se llama caracteristica del anillo A (denotada car(A) = n).

2.6 Ejemplos Los anillos Z, Q, R y C tienen caracteristica 0. El anillo
7., tiene caracteristica n.

2.7 Proposicion.

(i) Sea A un anillo con 1. La caracteristica de A es igual al orden del
elemento 1. De no ser asi, A es de caracteristica 0 si el grupo aditivo de A
es de orden infinito.

(ii) Si A no posee divisores de 0, todos los elementos distintos de cero
tienen el mismo orden.

(iii) Si A es un anillo no trivial sin divisores de cero tal que car(A) # 0,
entonces A es de caracteristica igual a un nimero primo.

Demostracién. (i) Sean el orden del 1, es decir, n veces 1+1+---+1 =
0. Entonces, nz = n(lz) = (nl)z = 0 para toda x € A. Asi, A es de
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caracteristica n. Es claro que A es de caracteristica 0 si el 1 es de orden
infinito.

(ii) Sean z,y cualesquiera dos elementos distintos de cero del anillo A y
supongamos que z es de orden n. Luego, z(ny) = n(zy) = (nx)y = 0y = 0.
Por hipdétesis, A no posee divisores de cero y como x es distinto de cero, se
tiene que ny = 0. Como y es arbitrario, cualquier elemento distinto de cero
tiene orden n.

(iii) Sea n = car(A). Como A # 0, podemos escoger un elemento = #
0. Luego, por (ii), = es de orden n. Veamos que n debe ser un nimero
primo. Supongamos que n se factoriza como producto de dos primos n = pq.
Entonces, (px)(qz) = pgrx = nxxz = 0. Como A no posee divisores de cero,
px 6 qr debe ser 0. Como x es de orden n, 6 p 6 ¢ es n y el que queda es 1.
Por lo tanto, n es primo.4

Por la proposicién anterior podemos decir que un anillo no trivial A sin
divisores de cero es de caracterfstica 0 si, y sélo si, todo elemento distinto
de cero es de orden infinito. De otra manera, la caracteristica car(A) es un
nimero primo y todo elemento distinto del cero es de orden p.

Recordando el concepto de espacio vectorial cociente estudiado en el curso
de Algebra Lineal como en [L12, I1.4] o en la Teorfa de Grupos como en [L13,
I1.2] y considerando la parte aditiva, se tenfa que, para el caso en que A es
un grupo conmutativo e I un subgrupo de A con z € A, denotdbamos con
x+ I el conjunto {z +y|y € I}. Dichos elementos = + I los llamamos clases
laterales de I en A. Como0 €l yx=x+4+0¢€ x+ I, cada x € A pertenece
a una clase lateral.

Se comprobé que cualesquiera dos clases laterales o son ajenas o son
iguales. Se denot6 con A/I el conjunto de todas las clases laterales de I en
A y se le dio a A/I una estructura de grupo mediante

+: AT x AT — AN/
dada por
(z+1),(y+ 1)) — ((z+y)+1).

También se comprobé que la operacién binaria anterior estd bien definida
y que define una estructura de grupo abeliano (la parte aditiva de espacio
vectorial) en A/I. Llamamos a A/I, grupo cociente de A médulo 1.
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También, se vio que si I es un subgrupo del grupo A y siy € x + I,
entonces existe w € [ tal que y = x +w. Asi y — 2z = w € I. Luego,
y—r€l < —(y—z)=x—y€l <= zx €y+I. En resumen,

yerx+1 < y—zrel < xecy+1

Finalmente, se consider6 p: A — A/I dada por z — z + I. Si z,w € A,
entonces

plrt+w)=(+w)+I1=(x+1)+ (w+1)=p)+pw).

Por lo tanto, p es un homomorfismo de grupos llamado proyeccién
canénica.

Todo esto se realizé para espacios vectoriales sobre un campo K. Re-
cuérdese de nuevo que la parte aditiva es un grupo conmutativo. Lo mismo
sucede para la parte abeliana aditiva de los anillos. Si A es un anillo e I un
ideal de A, la parte aditiva de A constituye un grupo abeliano y, por lo tanto,
I es un subgrupo normal de A.

Ahora, para A un anillo e [ un ideal de A, definamos en el grupo cociente
A /I una multiplicacién

A/ x AJT — AT

dada por
(z+1),(y+1))— ((z-y) +1)

Si tomamos elementos cualesquiera z,y € A y a,b € I entonces,
(z+a)(ly+b) =2y+ab+ay+abecay+1
por la distributividad e I ser un ideal. Luego
(x+1)(y+1) Cay+1.

Asi, la clase lateral zy 4+ I no depende de los elementos = e y y uinicamente
si depende de las clases laterales (z + I) y (y + I) lo cual nos dice que la
multiplicacién anterior estd bien definida haciendo por lo tanto de A/I un
anillo. Llamaremos a A/I anillo cociente de A sobre su ideal /. Si A
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posee elemento de identidad 1, entonces 1+ es la identidad en A/I. Observe
que si A es conmutativo, también A/I lo es.

Considere p: A — A/I dada por x — x + I. Si z,y € A, entonces

plry) = (zy) + I = (z+ I)(y + 1) = p(z)p(y).

Luego, p es un epimorfismo de anillos, denotado p : A — A/I, con nicleo
I = ker p. Asi tenemos una sucesién exacta corta [L13, II.1]:

0— T -5 A5 A/T—0.

Por lo tanto, hemos visto que un subanillo / de un anillo A es un ideal de
A si, y solo si, existe un homomorfismo de anillos f : A — A’ con nicleo
ker f=1.

Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos con ideales I C A e I' C A’
tales que f(I) C I', entonces f* : A/ — N'/I' dado por f*(z+1) = f(x)+I
es el homomorfismo inducido por f en los grupos abelianos cociente [L13, I1.3].
Como

flletDy+1D) = fy+1)
= flay)+T
= fl)fly) +1'
= (f(x) + I (f(y) + 1)
ffla+Df(y+1)

para toda z,y € A, el homomorfismo de anillos f*: A/ — A’/I’ se llama
homomorfismo inducido por f.

Andlogamente a [L13, I1.3.2], se tiene

2.8 Proposicién. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos con
ideales I C A e I' C A tales que f(I) C I'. Considérense las proyecciones
candnicas a los cocientes correspondientes p: A — A/T y p' : AN — N'/T'.
Entonces f*: A/I — A’/I’ es el homomorfismo inducido por f, el siguiente
cuadrado es conmutativo

s

A — N
1 I
f*

AT — NI
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eim f*=p'(im f)yker f* =p(f~HI")). 4
Andlogamente a [L13, I11.3.3], se tiene

2.9 Teorema. Bajo las mismas hipdtesis de la proposicién anterior, en
particular, si f es un epimorfismo con I’ = e e I = ker f entonces A'/I' = A’
y f* es un isomorfismo en el siguiente diagrama conmutativo:

A LN

1P =] I

*

Akerf = N
¢

Andlogamente a [L13, I1.3.4], se tiene

2.10 Teorema. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos con ideales
I Cc Ael'" C N tales que f(I) C I' y como caso particular del teorema
anterior, e = I’ C A’ con I C ker f. Entonces existe un homomorfismo tinico
f*:AJIl — N dadopor z+ 1 — f*(x+1)= f(x)+ I = f(r). Ademss,
ker f* = ker f/I e imf = imf*. El homomorfismo f* es un isomorfismo si,
y s6lo si, f es un epimorfismo e I = ker f.4

Andlogamente a [L13, I1.3.5], se tiene

2.11 Corolario. (Primer Teorema de Isomorfismo). Bajo las mis-
mas hipétesis del teorema anterior A/ ker f = im f.
Demostracién. Como f es epimorfismo, im f = A’ luego A/ ker f =

mm f. 4

En otras palabras, si f : A — A’ es un epimorfismo de anillos con mi-
cleo ker f, entonces existe un isomorfismo tnico f* : A/ker f = A, tal que
f = f* op, es decir, cualquier homomorfismo de A con niticleo ker f tiene
imagen isomérfica a A/ker f. Atn mds, nos dice cudl isomorfismo: aquel
tal que im f = im f*. Este resultado, A/ker f = im f se conoce como el
Primer Teorema de Isomorfismo. Uno puede "determinar" cuédl es el
anillo cociente de dos anillos sin necesidad de establecer las clases laterales
como veremos en mds adelante.
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2.12 Ejemplo. Sea I un ideal de un anillo A. Consideremos el anillo
cociente A/I. Sea t: I — A el monomorfismo de inclusiéon y p: A — A/I
el epimorfismo de proyeccién. Entonces im ¢ = I = ker p y, por lo tanto,

L p
0—1—A—"A / I —0
es una sucesion exacta corta. Consideremos ahora una sucesiéon exacta corta
h Vi f k
00— AN —5A—"5AN 0.

Recordemos entonces que im f* = ker f, y f’ es monomorfismo, pues 0 =
imh = ker [y, ademés, f es epimorfismo porque im f = kerk = A”. Sea I =
im f" = ker f el cual es un ideal de A, entonces f’ establece un isomorfismo
I = Ay f establece otro isomorfismo A /1 —=, A por el primer teorema
de isomorfismo. Por lo tanto, una sucesién exacta corta es una sucesién con
un ideal y el anillo cociente de un anillo.

2.13 Ejemplo. f: A — A” donde A = Z y A" = 7Z,, es un epimorfismo
con ntcleo el subgrupo nZ, es decir,

0 — nZ — 27, — 0
es un sucesion exacta corta. Luego, por el teorema anterior Z/nZ = Z,.
Analogamente a [L13, I1.3.11], se tiene

2.14 Teorema. (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sean I,/
ideales de A. Entonces (I +J)/J = 1/(INJ).4

Analogamente a [L13, 11.3.13], se tiene

2.15 Teorema. (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean [,.J ideales
de A con J C I. Entonces, A/T = (A/J)/(I]J]).4

2.16 Teorema.

(i) Si A es un dominio entero de caracteristica 0, entonces el subgrupo
aditivo de A generado por el 1 es isomorfo a Z.

(ii) Si A es un dominio entero de caracteristica p # 2, entonces el sub-
grupo aditivo de A generado por el 1 es un subcampo isomorfo a Z,,.
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Demostracién. (i) Sea f : Z — A dada por n — f(n) = nl. Como
fln+n)=Mm+n)l =nl+n1=f(n)+ f(n)y f(nn') = (nn)1 =
(n1)(n'l) = f(n)f(n'). Luego f es un homomorfismo. Como A es de carac-
teristica 0, el 1 es de orden infinito. Asf que el micleo de f consiste solamente
del 0 y por lo tanto, f es monomorfismo. Claramente, la imagen de Z bajo
f es el subgrupo de A.

(ii) Si A no es de caracteristica 0 entonces la caracteristica de A es un
nimero primo p y el 1 es de orden p. Por lo tanto, el micleo de f es el ideal
pZ. Luego f induce un monomofismo f* : Z/pZ — A.4

Problemas.

2.1 Compruebe que todo dominio entero finito es un anillo con divisién.
2.2 Compruebe que el dominio entero Z no es un campo.

2.3 Compruebe que Z,, es campo si, y s6lo si, n es un niimero primo.
2.4 Compruebe que los dominios enteros Q, R y C son campos.

2.5 (i) Pruebe que la interseccién de subanillos de un anillo es un subani-
llo.

(ii) Pruebe lo correspondiente a la parte (i) para subdominios y subcam-
pOs.

2.6 Demuestre que los inversos izquierdo y derecho de una unidad en un
anillo con uno A coinciden y que el conjunto de unidades es un grupo bajo
la multiplicacién, denotado A*.

2.7 Compruebe que A/{0} = Ay que A/A = {0}.
2.8 Escriba detalladamente la demostracién de 2.8.
2.9 Escriba detalladamente la demostracién de 2.9.
2.10 Escriba detalladamente la demostracién de 2.10.
2.11 Escriba detalladamente la demostracién de 2.14.

2.12 Escriba detalladamente la demostracion de 2.15.
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1.3 Polinomios y Campo de Cocientes

En los cursos usuales de Algebra Superior (como en CLI) se estudia el anillo
de polinomios. Ahi se definen, se le da una estructura de anillo al conjunto
de polinomios, se estudia lo referente a divisibilidad y factorizacion, etc. En
este curso damos por estudiado tales temas y tnicamente haremos mencion
de los resultados que requerimos para nuestro estudio posterior.

A continuacién definiremos, siguiendo el estilo de [L13], el anillo de poli-
nomios A[t] de un anillo A.

3.1 Definicién. Sea A un anillo con uno. Un anillo de polinomios de
A es una terna,

(IL, f,1)

donde II es un anillo, f : A — II es un monomorfismo con f(1) como identi-
dad de I1, ¢ € IT un elemento que conmuta con f(z) para toda z € A, tal que
(cumple la siguiente propiedad llamada universal) para todo monomorfismo
g:A— A con g(1) como identidad de A’ y todo elemento y € A’ que con-
muta con g(x) para toda x € A, existe un homomorfismo tnico A : IT — A’
tal que h(t) =y y ho f = g, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

A L1
g\ lh
A/

3.2 Teorema. Sea (II, f,t) un anillo de polinomios de A. Entonces
el conjunto f(A) U {t} genera II. Ademas, si (IT', f’,t') es otro anillo de
polinomios de A, entonces existe un isomorfismo tunico k : IT — II’ tal que

k) =ty kof=f.
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Demostracién. La demostracién es andloga a las de [L13, IIL.3] y la
dejamos como ejercicio para el lector (Problema 3.1).4

Considérese Z* U {0} el conjunto de enteros no negativos, A un anillo
con uno, y sea II = {p : Z* U{0} — A | ¢(n) = 0 para casi toda n €
Z+U{0}}. Démosle a IT una estructura de anillo (Problema 3.2 (i)) definiendo
dos operaciones binarias

+ o IxI—TI
(,€) = (p+8&n)=¢0)+LE(n)
¢ IxIl—1T1

(.6) — (p&)n Zs@ (n—j).

Ahora, para cada € A, definamos una funcién que depende de = deno-
tada f, mediante
fa(n)=2sin=060sin>0.

Asi, f, € Il yla asignacién dada por x — f, define una funcién f : A — II.
Es facil comprobar que f es un monomorfismo y que f(1) es la identidad de
IT (Problema 3.2 (ii)).

Definamos t € Il dado por t(n) = 1sin =10 0sin # 1. Claramente ¢
conmuta con f, para toda z € A. Veamos que (II, f, ) es un anillo de poli-
nomios de A : sea g : A — A’ un monomorfismo con g(1) como identidad tal
que cualquier elemento y € A’ conmute con g(x) para toda x € A. Definamos
h : II — A’ mediante

p — h(ep) +Zg

Como ¢(n) = 0 para casi toda n, la sumatoria es finita. Es fdcil ver que
h es homomorfismo, h(t) =y, ho f = g y que es tnica (Problema 3.2 (iii)).
De aquf que cualquier elemento de II puede escribirse de manera tinica como
© = At + -+ Mot + Mtt + g, donde \; € Ay \; = (i) parai =0, ...,n.
Asi tenemos el siguiente

3.3 Teorema. Para cualquier anillo con uno A, existe un anillo de
polinomios de A.4¢
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Identificaremos A con su imagen f(A) dentro de II. Asi, A se puede ver
como un subanillo de II bajo la inclusién f. Llamaremos a II, anillo de
polinomios de A y a t indeterminada. Usualmente denotamos a II como
Aft] y sus elementos los llamaremos polinomios en la indeterminada
t con coeficientes en el anillo A. Los elementos de A los llamaremos
constantes. Los elementos de A se llaman coeficientes del polinomio ¢,
An coeficiente inicial y Ay término constante. El grado, gr(y), de un
elemento distinto de cero ¢ € Alt] es el mayor entero tal que ¢(n) # 0.

Sea A un anillo conmutativo. Si A[t] es un anillo de polinomios del anillo
A, podemos considerar el anillo de polinomios en la indeterminada t' del
anillo de Aft], es decir, (A[t])[t'], el cual se puede probar que es isomorfo a
(A[t'])[t]. Usando esta identificacién lo denotaremos simplemente con A[t, t']
y diremos que es el anillo de polinomios en las indeterminadas t y t' con
coeficientes en A. Generalizando esto podemos definir el anillo de polinomios
Alty,..., ts] en las indeterminadas t1,..., t; con coeficientes en A.

Consideremos A’[t] un anillo de polinomios de un subanillo A’ de un anillo
conmutativo A y a € A. Por la propiedad universal de los anillos de poli-
nomios aplicada como en el siguiente diagrama

N A

L \ lEa
A

existe un homomorfismo
E,:N[t] — A

dado por

Al oo Mt Nt A — Byt 4 Mot F Mt N)
= A@"+ -+ Ma + Ma + N

tal que para b € A, E,(b) = by E,(t) = a llamado homomorfismo de
evaluacién o sustitucién. Resulta que a cada polinomio f = A\, t" +--- +
Aot? + A1t + g le asociamos el elemento de un anillo E,(f) = E,(A "+« -+
Aat? + Mt + X)) = Ma” + - -+ Aoa® + \at + \g. Esto es vélido para anillos
conmutativos y no necesariamente para no conmutativos. FE,(f) significa



28 Capitulo I. Teoria de Anillos

evaluar el polinomio f en ¢t = a. La asignacién a — FE,(f) determina una
funcién f®: A — A tal que f®a = E,(f), es decir: si

f= Mt + - Xat? + Mt + Ao

entonces
f@a = Ea(f> = /\na” + -+ )\2(1,2 + )\1&1 + )\0.

Cualquier funcién de A en A que pueda escribirse como una funcién del tipo
1@ se llama funcién polinomial.

Como observamos, cada polinomio f € A’[t] determina una funcién de A
en A. Formalmente, podriamos resumir que la asignacién f — f© determina
un homomorfismo de anillos ® : A'[t] — A* (Problema 3.16), (el cual no
siempre es inyectivo, a menos que A’ sea dominio entero infinito).

Los elementos de A[t] los denotaremos con letras como f. El uso tradi-
cional de escribirlos como f(t) sélo indicard que la indeterminada es ¢. Esta
notacion tradicional hace aparentar a f como si fuera una funcién con va-
riable ¢.

Si A es un dominio entero, se estudié en un curso de Algebra Superior
que existe el algoritmo de la divisién para polinomios sobre A. Recordemos
que un elemento a € A es un cero o raiz del polinomio f si f©(a) = 0.

Recuerde (2.4) que si S es un subconjunto de un anillo A, la interseccién
de todos los subanillos de A que contienen a S se llama subanillo de A
generado por S. De manera similar, si S un subconjunto de un anillo A,
la interseccién de todos los ideales de A que contienen a S es un ideal de
A (Problema 3.13) y se llama ideal de A generado por S denotado (S5).
Los elementos de S se llaman generadores del ideal (S). Si S consiste de
elementos t1,...,t, denotaremos el ideal (S) con (t1,...,t,) y diremos que es
finitamente generado. Si (S) estd generado por un solo elemento ¢ diremos
que (t) es un ideal principal. Un dominio entero en el cual todo ideal es
principal lo llamaremos dominio de ideales principales.

Observe que el ideal (ti, ..., ,), al contener los elementos t1,..., t,, implica
que debe contener a todos los elementos ("combinaciones lineales") de la
forma A\it; +-- -+ A\,t, donde \; € A. Los elementos t1,..., ¢, constituyen una
"base" del ideal. Se tiene el siguiente resultado: si K es un campo, el anillo



L.3 Polinomios y Campo de Cocientes 29

de polinomios K[t] es un dominio de ideales principales. También, Z es un
dominio de ideales principales (Problema 3.10). Observe también que este
concepto de generadores difiere del definido en Algebra Lineal para espacios
vectoriales.

Sea A un anillo. Diremos que un ideal m es maximo si los tinicos ideales
que lo contienen son m y A. Es decir, m es un ideal mdximo de A, si para
cualquier ideal n de A tal que m C n C A se tiene que n = m on = A.
Diremos que un ideal p es primo si para cualesquiera elementos z,y € A,
tales que si xy € p entonces © € p 6 y € p. Es fécil comprobar que si A es
un anillo conmutativo con uno entonces A/m es un campo si, y sélo si, m es
un ideal méximo. Ademds, p es un ideal primo si, y sélo si A/p es campo
(Problema 3.12).

Como un ejemplo de lo anterior, considere el caso en que A’ = Q, luego
N'[t] = QJt] es el anillo de polinomios de un subanillo A’ = Q de un anillo
A =Ceie A=C. Por la propiedad universal de los anillos de polinomios
aplicada como en el siguiente diagrama

N=Q -5 Nt =Ql
cN lg,
A=C
existe un homomorfismo
E;:N[t]=Q[t] — A=C
dado por

Ml - Mt M A Byt A Mot Mt )
= A"+ Ait + Mit + Ao

tal que paraa € A’ = Q, E;(t) =iy E;(a) = a. Denotamos E;(Q[t]) con Q[i]
el cual consta de nimeros complejos de la forma a4+ bi con a,b € Q. Sabemos
que el nicleo de E; es el ideal de Q[t] generado por ¢2+ 1 y por 2.11 tenemos
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en el siguiente diagrama

ker B, —  Q[t] —  Q[t]/kerE;

N 1=

y que Q[t]/ ker E; = E;(Q[t]) = Q[i]. Como ker E; es un ideal maximo Q[i]
es un subcampo de C el cual denotaremos Q(z).

A continuacién, veamos que todo dominio entero puede verse contenido
en un campo que llamaremos campo de cocientes. Para que la ecuacion
mx = n, con mn € 7Z, tenga solucién nos vemos forzados a considerar el
campo Q de nimeros racionales.

3.4 Definicién. Sea A un dominio entero conmutativo no trivial. Un
campo de cocientes de A es una pareja (K, f) donde K es un campo y
f: A — K es un monomorfismo de anillos tal que para cualquier monomor-
fismo g : A — A’ con A’ un anillo con divisién, existe un homomorfismo
de anillos tnico h : K — A’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

A L
g\ lh
Al

3.5 Teorema. Sea (K, f) un campo de cocientes de A. Entonces, f(A)
genera a K. Ademéds, si (K, f') es otro campo de cocientes de A, entonces
existe un isomorfismo unico k : K — K’ tal que ko f = f'.

Demostracién. La demostracién es andloga a las de [L13, IIL.3] y la
dejamos como ejercicio para el lector (Problema 3.3).4

Para probar la existencia de un campo de cocientes, imitemos la construc-
cién de los nimeros racionales a partir de los niimeros enteros pero para un
dominio entero.

Consideremos el conjunto A* de los elementos distintos de cero de A y
denotemos con = = A x A*. Definamos en = una relacién mediante (aq, by) ~
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(ag,by) siy sélo si ajbs = asby en A. Es fécil verificar que ~ es una relacién
de equivalencia (Problema 3.4).

Sea K = E/ ~ y denotemos con a/b la clase de equivalencia de (a, b). De-
finamos la suma y multiplicacién de clases como en los niimeros racionales, es
decir, ((Ll/bl) + (&2/52) = (a1b2 —I—agbl)/blbg y ((Ll/bl) : (Cbg/bg) = (alag)/(ble).
Es facil comprobar que estas operaciones estdn bien definidas y que hacen
de K un anillo conmutativo con uno, cuyo elemento cero es la clase de equi-
valencia de la forma 0/b y su uno la clase de la forma a/b con a = b. (Prob-
lema 3.5).

Como el inverso de un elemento diferente de cero a/b es b/a pues a # 0,
(a/b) - (b/a) =1 luego, K es un campo. Veamos que (K, f: A — K) es un
campo de cocientes de A. Definamos f : A — K mediante f(a) = a/1. Es
inmediato comprobar que f es un monomorfismo. Consideremos cualquier
monomorfismo g : A — A’ con A’ un anillo con divisién. Como g(b) # 0 si
b# 0 en A, podemos definir ' : = — A’ mediante h'(a,b) = g(a)/g(b). Es
facil comprobar que h’ estd bien definida (Problema 3.6).

Asi, h/(a, b) depende solamente de la clase de equivalencia a /b, por lo tanto
podemos definir una funcién h : K — A’. Es facil comprobar que h es un
homomorfismo tal que ho f = g (Problema 3.6). Veamos que h es tinica: sea
k: K — A’ cualquier otro homomorfismo tal que ko f = ¢g. Sea a/b € K.
Luego a/b = f(a)f(b)~! y por lo tanto k(a/b) = g(a)g(b)~' = h(a/b). Asi,
k = h. Hemos probado el siguiente

3.6 Teorema. Para cualquier dominio entero conmutativo no trivial A
existe un campo de cocientes. ¢

3.7 Ejemplos. Si A es el dominio entero conmutativo no trivial Z,
entonces su campo de cocientes es Q. Si consideramos el campo K, el anillo
de polinomios K[t] de K es un dominio entero y no un campo. Sin embargo
por el teorema 3.6 podemos construir su campo de cocientes K (t), donde cada
elemento puede escribirse de la forma f/g donde f y g son polinomios en K|t]
con g # 0. Anslogamente, para K[ti,..., ts] podemos construir K (ti,...,ts) el
cual se llama campo de cocientes o de funciones racionales con s
indeterminadas sobre K.

3.8 Teorema. Sea K un campo de caracteristica 0. El subcampo de K
generado por el uno de K es isomorfo a Q.
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Demostracién. Sea © = m/n € Q con m un entero y n un entero
positivo. Si x # 0 podemos considerar m y n con solamente +1 como divisor
comin. Si x = 0, podemos tomar m = 0 y n = 1. Asi, la expresién para x
es unica. Definamos f : Q — K mediante f(z) = ml/nl, para toda z =
m/n. Es facil ver que f es un homomorfismo (Problema 3.11). Consideremos
el ideal ker f de Q. Como f(1) = 1, ker f # Q. Pero como un anillo con
divisién no puede tener ideales propios no triviales (1.9), ker f = 0. Luego,
f es monomorfismo. Como ¢m f es un subcampo de K generado por el 1
hemos terminado.¢

Por la proposicién anterior y 2.16 (ii) todo campo contiene un subcampo
isomorfo a Z, para algtin primo p o un subcampo isomorfo a Q. Llamaremos
a Z,y aQ campos primos. Ellos seran fundamentales para nuestro estudio
posterior de campos.

Existe una manera, que no demostraremos, de probar cuando un poli-
nomio

F) = At 4+ Xat? + Mt + X € Q[t]

es irreducible llamado Criterio de Einsenstein. Dice que si p es un niimero
primo y f € Z][t], entonces f es irreducible sobre Q si A, no es congruente
con 0 médulo p, A; Z 0 (mod p) para i < n, y A\g no es congruente con 0
moédulo p?.

Problemas.

3.1 Pruebe que si (II, f,¢) es un anillo de polinomios de A, entonces el
conjunto f(A) U {t} genera II. También, pruebe que si (I, f’,t') es otro
anillo de polinomios de A, entonces existe un isomorfismo tnico k : IT — IT’
tal que k(t) =t y ko f=f.

3.2 (i) Sea Z* U {0} el conjunto de enteros no negativos y A un anillo
con uno. Compruebe que el conjunto IT = {p : ZT U {0} — A | ¢(n) =0
para casi toda n € Z* U {0} posee una estructura de anillo definiendo dos
operaciones binarias mediante

no= (p+8n) =epn)+E{(n)

n o~ (pf)(n) = Z@(J’)S(n — 7).

3
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(ii) Sea f, € Il y considere la asignacién dada por x — f; la cual define
una funcién f : A — II. Compruebe que f es un monomorfismo y que f(1)
es la identidad de II.

(iii) En el Teorema 3.2 compruebe que: h es homomorfismo, h(t) = v,
ho f =gy que h es tnica. Establezca que cualquier elemento de II puede
escribirse de manera tinica como ¢ = \g + A\it! + \ot? 4 -+ + \,t", donde
Xi€ Ay N =¢n) parai=0,...,n.

3.3 Pruebe que si (K, f) es un campo de cocientes de A, entonces, f(A)
genera K. También, pruebe que si (K’, f') es otro campo de cocientes de A,
entonces existe un isomorfismo unico k£ : A — A’ tal que ko f = f'.

3.4 Considere el conjunto A* de los elementos distintos de cero de A
y denote con = = A x A*. Defina en = una relacién mediante (ai,by) ~
(ag,by) sty sélo si ajby = asb; en A. Compruebe que ~ es una relacién de
equivalencia.

3.5 Sea K = E/ ~ y denote con a/b la clase de equivalencia de (a,b).
Defina la suma y multiplicacién de clases como en los mimeros racionales, es
decir, (al/bl) + (ag/bg) = (a1b2 +a2b1)/b1b2 y (al/bl) . (ag/bg) = (alag)/(blbg).
Compruebe que estas operaciones estéan bien definidas y que hacen de K un
anillo conmutativo con uno cuyo elemento cero es la clase de equivalencia de
la forma 0/b y con uno la clase de la forma a/b con a = b.

3.6 (i) Defina b/ : & — A’ mediante Z(a,b) = g(a)/g(b). Compruebe
que ' estd bien definida. (ii) Por la parte (i) /'(a,b) depende solamente de
la clase de equivalencia a/b, por lo tanto defina una funcién h : K — A’
Pruebe que A es un homomorfismo tal que ho f = g.

3.7 Pruebe que si A’ es un anillo con divisién que contiene a un sub-
dominio A entonces la funcién inclusién ¢ : A — A’ se extiende a un
monomorfismo tnico h : K — A’ donde K es el campo de cocientes.

3.8 Pruebe que el campo de cocientes de un campo cualquiera K es K
mismo.

3.9 Pruebe que en un anillo A el ideal (0) = 0 donde (0) denota el ideal
generado por el elemento de identidad aditivo 0. También, pruebe que si A
tiene uno, entonces (1) = A.
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3.10 Pruebe que (i) Z es un dominio de ideales principales. (ii) Demuestre
que si K es un campo, el anillo de polinimios K[t] es un dominio de ideales
principales. (iii) Pruebe que si A es un dominio entero finito, entonces Alt]
es un dominio entero.

3.11 Pruebe que, en el Teorema 3.8, f es un homomorfismo.

3.12 Sea A es un anillo conmutativo con uno. Pruebe que A/m es un
campo si, y sélo si, m es un ideal maximo y que p es un ideal primo si, y sélo
si A/p es un dominio entero.

3.13 Pruebe que si S un subconjunto de un anillo A, la interseccién de
todos los ideales de A que contienen a S es un ideal de A.

3.14 Sea K un campo. Pruebe que un polinomio en K[t es irreducible
si, y solo si, el ideal generado por él es maximo.

3.15 Considere A’[t] un anillo de polinomios de un campo A’; A’ un
subanillo de un anillo A y @ € A. Pruebe que la funcién

E,:Nt] — A
dada por
At 4o Xt Mt Ny = B (At - Xt 4 Mt N)
= Aa@" + -+ Ma® + M\a' + ag

es un homomorfismo tal que para b € A’ E,(b) =by E,(t) = a.

3.16 Pruebe que la asignacién f +— f© determina un homomorfismo de
anillos @ : A'[t] — A2,

3.17 Pruebe el algoritmo de la divisién para polinomios, es decir, pruebe
quesi f(t) = At +- -+ X2+ Mt + Xy g(t) = ppt™ 4 - -+ pgt? + gt + g
son polinomios en K[t] con A\, p,, # 0 en K y m > 0 entonces existen
polinomios unicos ¢(t) y r(t) en K[t] tal que f(t) = g(t)q(t) + r(t), con
r(t) = 0 o bien el grado de r(¢) menor que el grado de g(t).

3.18 Pruebe que (i) (t — a) es un factor de un polinomio f(t) € K|[t] si,
y s6lo si, a es una rafz de f(t), a € K.
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(ii) Pruebe que cualquier polinomio no trivial de grado m en K[t] tiene a
lo més m raices en K.

3.19 Recuerde que un polinomio es irreducible si no puede expresarse
como producto de dos polinomios de menor grado. Pruebe que todo poli-
nomio no trivial en K[t] puede factorizarse en forma tnica como producto
de polinomios irreducibles salvo el orden y constantes de los mismos.

3.20 Para un primo p considere el polinomio

-1
D,(t) = — =P P2t L

Pruebe que es irreducible en Q[t] y por tanto en Z[t]. Sugerencia: pruebe que
P,(t)(t —1) = (t — 1)? (mod p) y que ®,(t) = (t — 1)P~! y utilice el Criterio
de Einsenstein.

3.21 Los polinomios ciclotémicos ®,,(t) € Z[t], n > 1 estén definidos
mediante
1" — 1 = Iy ®alt).

Escriba los polinomios ciclotémicos para n < 20 y establezca la férmula

recursiva "
t"—1

- Han,a<cn®a(t)

para calcular ®,(t) a partir de ®;(¢) para i < n. Las raices del polinomio
t" —1 se llaman raices n-ésimas de la unidad. Los polinomios ciclotémicos

aparecen en la Teoria Matemédtica de la Musica, véase [Am] y articulos en
[L1I-M-N].

®, (1)
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Capitulo 11

Teoria de Campos y
Teoria de Galois

II.1 Extensiones de Campos

Los objetos de estudio de la Teorfa de Campos son precisamente éstos, sin
embargo dicha teorfa se concentra principalmente en el estudio de las exten-
siones de ellos.

Los campos que usaremos son: el de los niimeros racionales denotado con
Q, el de los nimeros reales denotado con R, el de los nimeros complejos
denotado con C, el de los enteros médulo un primo p denotado Z,. Recuerde
también el campo de cocientes de un dominio entero del ejemplo 1.3.7 K (t)

y K(tl,..., ts)
Recuerde que todo homomorfismo de campos es inyectivo.

1.1 Definicién. Consideremos dos campos K’ y K. Diremos que K es
una extension de K’ si la siguiente sucesién de homomorfismos es exacta:
0— K — K
es decir, ¢ es un monomorfismo e identificamos K’ con ¢(K’) dentro de K
cuando esto sea posible. Decimos que K’ es el campo base de la extension.

[a¥)

Vemos entonces a K’ = (K') como un subcampo de K. Denotamos la

37
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extension K de K’ o extensién de K’ en K con K’ — K o bien K’ < K,
o bien K : K', o bien K’ < K cuando K’ # K, o también K/K’, o

K

ps

También escribiremos simplemente extensién por abuso cuando esté im-
plicito el contexto correspondiente.

1.2 Ejemplos.

0 — Q—R
0 — R—C
0 — Q—C

son extensiones. Con las demés notaciones se verian asi:

R/Q
C/R
C/Q
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Este tipo de "torres de campos" son uno de los principales temas de
estudio de la Teoria de Campos. Preferiremos la notaciéon K’ — K para
denotar una extensién imitando una torre rotada 90 grados a la derecha, es
decir, una torre o "condominio horizontal" de campos ya que esto facilita

visualizar especificamente los campos y su respectiva inclusién en otros.

1.3 Definiciones. (i) Si K’ — K y K — K" son extensiones, diremos
que K’ — K es una subextensiéon de K’ — K" y se acostumbra escribir

(K'— K) < (K'— K").
(ii) Diremos que dos extensiones

K5 K

L’LL

son isomorfas si existen homomorfismos de campos o : K/ — L'y 3 :

K — L tal que el siguiente diagrama conmuta

K - K
1@ 1P
I 5 L

Podemos identificar K’ = (K'), L' = /(L) y B |x= a.

Ahora introduciremos el Algebra Lineal en el estudio de las extensiones
de campos. Considere una extensiéon K’ — K. Como K’ puede verse dentro
de K, podemos considerar el espacio vectorial K sobre K’, denotar dimg: K
como (K’ — K]y llamarla grado de K sobre K’, el cual puede ser infinito.
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Si el grado de K sobre K’ es finito (infinito), entonces diremos que la exten-
sion K’ — K es finita (infinita). El grado de una extensién es el invariante
mads importante de una extension.

1.4 Teorema. Si K’ — K y K — K” son extensiones finitas entonces
K’ — K" es una extension finita y

[K' — K|[K — K"] = [K' — K"].

Demostracién. Consideremos {u;}i_; y {v;}7, bases para las exten-
siones K’ — Ky K — K", es decir para K como espacio vectorial sobre K’
y para K" como espacio vectorial sobre K. Veamos que los nm elementos
{u;v;} forman una base para 0 — K’ — K", es decir, una base para K"
sobre K'.

Sea w cualquier elemento de K”. Entonces w = ) 7", p;v; con pi; €
K. Pero como p; € Ky K es un espacio sobre K, pj = > Aijuj con
Aij € K'. Sustituyendo, w = 3770, (371, Aijui)v; = 3, 5 Aij(uw;). Luego,
los elementos u;v; generan el espacio K" sobre K'.

Consideremos una combinacién lineal >, in;;(uv;) = 0 con n;; € K.
Entonces, > 7 (>, m;ui)v; = 0 con Y0 myu; € K. Como {v;}7; es
base del espacio K” sobre K, > 7, n;;ui = 0 para toda j. Como a la vez,
{u;}j~, es una base para K sobre K', 7" n,u; = 0 implica que 7;; = 0
para toda 4,j. Luego, los elementos {u;v;} son linealmente independientes.
Ast, {u;v;} es una base para K" sobre K'.¢

En esta situacion, decimos que K es un campo intermedio de K’y K”.
Nétese que si K’ — K" es una extension infinita, también lo serdn K’ — K
y K — K”. También observe que si K’ — K" es una extensién finita,
como corolario se tiene que la dimensién de K sobre K’ o la de K" sobre
K divide a la dimensién de K" sobre K’, es decir [K' — K] | [K' — K"]
o[K — K"] | [K — K"]. Dicho de otra manera, el grado de K sobre K’
divide al grado de K"”sobre K'o bien que el grado de K” sobre K divide al
grado de K" sobre K'.

1.5 Corolario. Consideremos una familia de campos {K;} para i =
1,...,s tal que cada K, es una extensién finita de K;. Entonces K, es una
extension finita de K y

[Kl — KQHKQ — Kg] tee [stl — KS] = [Kl — KS]
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Demostracién. Problema 1.1.4

1.6 Ejemplos. Considere la extensiéon R — C donde C = {al+bi | a,b €
R}. Entonces 1 e i generan a C como espacio vectorial sobre R . Como i ¢ R,
{1,i} es linealmente independiente sobre C. Luego, {1,i} es una base para
C sobre R y por lo tanto dimg C = [R ~— C] = 2. Sea R(7) el subcampo que

contiene a los elementos de la forma = + iy, con x,y € R. Luego, C = R(1),
(Problema 1.2).

1.7 Ejemplo. Sea Q(v/2) = {a +bv2 | a,b € Q}. Al definir ast Q(+/2),
cualquier elemento es de la forma a + by/2y por lo tanto {1, \/i} genera
el espacio vectorial Q(1/2) sobre Q. Veamos que es linealmente indepen-
diente: supongamos que es linealmente dependiente, es decir, que existe una
combinacién lineal de ellos ¢ + dv/2 = 0 con ¢,d € Q no ambos cero. Si
d = 0,entonces cl = 0 lo cual implica que ambos c¢,d serfan cero contra lo
supuesto. También, si ¢ = 0, entonces dyv/2 = 0 lo cual implica que ambos
c,d sean cero contra lo supuesto. La tnica posibilidad es que ambos ¢ y
d sean distintos de cero y por lo tanto se tendria que dv2 = —cl y asi
V2 = —£ € Q lo cual es imposible. Por lo tanto {1,v/2} es linealmente
independiente y constituye una base para el espacio vectorial Q(\/§) sobre

Q. Luego [Q — Q(v?2)] = 2,

Recordemos de (1.3) el homomorfismo de evaluacién o sustitucién adap-
tado a campos: consideremos K'[t] el anillo de polinomios de un subcampo
K’ de un campo K" y a € K”. El homomorfismo

E,: K'[t] — K"
dado por
At 4+ Mt M Ny B (Ant™ 4 4 Mt Mt o)
= Ma"+ -4 Xod® + Ma' + Ao

tal que para b € K', E,(b) = by E,(t) = a se llama homomorfismo de
evaluacién o sustituciéon. Es decir, a cada polinomio f = A\, " + --- +
Aot? 4+ \t! + Ao le asociamos el elemento del campo E,(f) = E,(At" + -+
Aot? + Mtt + Xo) = A\pa™ + - - + Xoa® + Ma' + No. E,(f) significa evaluar el

polinomio f en ¢ = a. La asignacién a — FE,(f) determina una funcién f© :
K" — K" tal que f®a = E,(f), es decir: si

f=At" 4 Xt + Mt + X
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entonces
O = E,(f) = Ma™ + -+ 4+ Xaa® + Mt + .

Cualquier funcién de K” en K" que pueda escribirse como una funcién del
tipo f© se llama funcién polinomial.

Como observamos, cada polinomio f € K'[t] determina una funcién de
K" en K". Formalmente, decimos que la asignacién f — f¢ determina un
homomorfismo de anillos ® : K'[t] — K"X" | (el cual no siempre es inyectivo,
a menos que K’ sea dominio entero infinito). Los elementos de K'[t] los
denotaremos con letras como f, g, h. El uso tradicional de escribirlos como
f(t) sélo indicard que la indeterminada es ¢. Esta notacién tradicional hace
aparentar a f como si fuera una funcién con variable ¢ y no debe causar
confusién alguna. Como K'[t] es un dominio entero, existe un algoritmo de
la divisién para polinomios sobre K’ (Problema 1.3.17).

Nos interesa considerar campos que estén entre K’ y K”. Considere el
subcampo de K" generado por un subconjunto X de K" (1.2.4 y P.1.2.6 ii).

1.8 Definicién. Sea X un subconjunto de K" y K’ — K" una extension.
El subcampo de K” generado por K’ U X denotado con K'(X), se llama
subcampo obtenido por la adjuncién de X a K’.

Obsérvese que el subcampo K'(X) puede ser mucho més grande que
K'UX. K'({z,y,z}) se denota K'(x,y,z). Consideremos la extensién
K' — K"con X = {ai,...,a; | a; € K" para i = 1,...,j}. Denotamos con
K'(ay,...,a;) el minimo subcampo de K" que contiene a K’ y a los elementos
a1y..., Aj.

La extensién K’ — K'(ay,..., a;) se dice que estd generada por ay,..., a;
y también decimos que es una extensiéon finitamente generada de K.
La extension K’ — K'(a) se llama extensién simple de K’ por a. El
reordenar las a; € K" parai = 1,..., j, no cambia K'(ay,...,a;) y se tiene que
K'(a1,...,an) = K'(a1,..., an_1)(ay).

1.9 Ejemplo. Por 1.7 sabemos que [Q — Q(v/2)] = 2. Adjuntemos /3 a
Q(v/2), es decir, consideremos (Q(v/2))(v/3). Entonces sus elementos son de
la forma a = ¢+ dv/3 con ¢,d € Q(v/2). Luego, 1,/3 generan (Q(v/2))(v/3).
Es facil ver que son linealmente independientes sobre @(\/§ ). Por lo tanto son

una base de (Q(v/2))(v3). Ast, [Q(v2)— (Q(v/2))(v/3)] = 2. Por 1.4, se
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tiene que [Q — Q(v/2)(v/3)] = 4. Por la demostracién de 1.4, {v/6,v/3,v/2,1}
es base de Q(v/2,v/3) sobre Q.

1.10 Ejemplo. Como vimos en 1.7 [Q — Q(v/2)] = 2. Sabemos que
Q(v/2) es subcampo de R y que i ¢ Q(v/2) pues i ¢ R. Como i* +1 = 0,
Q(V2)(1) = Q(V2,i) y [Q(v2)— Q(v2,7)] = 2. Luego

)
Q@ — Q(V2)[Q(vV2)— Q(v2,9)] = [Q — Q(v2,i)] = 4

Observe que K'[t] puede verse como un espacio vectorial sobre K’ donde
los elementos a™ con n > 0 generan K'[t] sobre K’ y que K'[t] no es de
dimensién finita pues los polinomios pueden tener un grado muy grande y
no ser combinaciones lineales de un conjunto finito de polinomios.

Podemos hacer equivalente el problema de "encontrar las soluciones" de
una ecuacion polinomial

f=Mt" 4+ Xt Nt 4 o
al problema de encontrar las raices o ceros de
e = E,(f) = Aa™ + - - 4+ Aga® + \ia' + ag.

Es decir, resolveremos el problema original traducido a un problema equi-
valente usando homomorfismos, ideales, cocientes, etc. Nos preguntamos si
existe una extensiéon K’ — K" tal que f(t) € K'[t] posea una raiz K”.
Veremos que todo polinomio de grado mayor o igual a 1 con coeficientes en
cualquier campo K’ posee una raiz en algin campo K” que lo contenga.

Consideremos la extension K’ — K”, a € K" y t la indeterminada.
Entonces el homomorfismo de evaluacién E, : K'[t] — K" envia K’ isomor-
ficamente en si mismo tal que para b € K', E,(b) = by E,(t) = a. Como
todo polinomio f se factoriza en K'[t] en polinomios irreducibles sobre K,
si ¢ denota uno de tales polinomios irreducibles, el ideal I generado por ¢ es
méximo en K'[t]. Luego el cociente K'[t]/I es campo. Considérese

o K'— K'[t]/I

dada por
t—t+1
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Es fécil ver que ¢ envia a K’ isomérficamente en si mismo dentro de K'[t]/]
(Problema 1.4). Asi, podemos considerar K = K'[t]/] como una extensién
de K'. Seaa=t+ 1, a € K'. Consideremos E, : K'[t] — K. Si

qt) = Apt™ + -+ Aot + Mt + Mg, N € K
entonces
¢®“a=FE,(q)) =\t + D"+ + Xt + D2+ ME+ D)+ X € K.

Como t es un representante de la clase lateral a =t + 1, g(a) = (Apt" +-- -+
Aot? + Mttt +Xg) + 1 =q(t) + I = I en K. Luego, a es tal que g(a) = 0y,
por lo tanto, f(a) = 0. Hemos probado el siguiente

1.11 Teorema. (Kronecker) Si f(t) es un polinomio no trivial en K’[{]
donde K’ es un campo, entonces existe una extension K de K’y un elemento
a € K tal que f(a) =0.4

1.12 Ejemplo. El polinomio f(t) = t*+t+1 € Z,[t] es irreducible sobre
Zs, (Problema 1.5). Por el Teorema 1.11 existe un campo K = Zs(a) que
contiene una raiz a de f. Luego, Zs(a) posee los elementos de la forma

04+0a¢ 14+0a 0+1la 1+ la
I I I I
0 1 a 1+a

lo cual nos proporciona un campo con cuatro elementos.

1.13 Ejemplo. Considere K’ = Ry f(t) = t* + 1 un polinomio ir-
reducible en R[f]. Luego, el ideal I = (t* + 1) generado por este poli-
nomio irreducible es maximo y por lo tanto el cociente R[t|/I es campo.
Podemos ver a R como un subcampo de R[t]/I. Sea a =t + I. Entonces
a?+1=({t+12+1+1)=(t*+1)+1 = Orys. Asi, a es una raiz de t* + 1.

Nos interesardn las extensiones K’ — K para las cuales cualquier ele-
mento a € K sea raiz de una ecuaciéon polinomial sobre K’.

1.14 Definicién. Sea K’ — K una extensién. Diremos que un elemento
a € K es algebraico sobre K’ si existe un polinomio no nulo f € K'[t]
tal que a es raiz de f. Si a no es raiz de algun polinomio no nulo f € K'[t]
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diremos que es trascendente sobre K’. Diremos que K es una extensién
algebraica de K’ si todo elemento de K es algebraico sobre K’. Diremos
que K es una extension trascendente de K’ si al menos un elemento de
K es trascendente sobre K.

Se acostumbra llamar mimero algebraico a un elemento de C el cual
es algebraico sobre (Q y mimero trascendente si es trascendente sobre Q.

1.15 Ejemplos. Considere la extensién Q — R. /2 es un elemento
algebraico sobre Q pues es rafz del polinomio t* — 2 € Q[t]. También, si
consideramos la extensién Q — C, v/2 e i = v/—1 son elementos algebraicos
sobre Q pues son raices de los polinomios t2—2 € Q[t] y t?+1 € Q[t] respecti-
vamente. Cualquier elemento a € K’ es raiz del polinomio t—a € K'[t] y por
lo tanto es algebraico sobre K’. Se puede probar que m,e € R son trascen-
dentes sobre Q. Pero 7 es algebraico sobre R al ser raiz de t — m € RJ[t].
Observe que v/2 también es raiz de muchos polinomios més, propénga usted
algunos.

Considere la extension K’ — K" y a € K" algebraico sobre K’. El
polinomio minimo para a sobre K’, denotado m, ks, es el polinomio
monico irreducible tnico de grado minimo m(t) € K'[t] tal que m(a) = 0 el
cual divide a cualquier otro polinomio que tenga a a como raiz (Problema
1.7). El grado del polinomio m, ks lo llamaremos grado de a sobre K’

y lo denotaremos gr(a, K').Es inmediato que si a € K” algebraico sobre
K'entonces [K' — K'(a)] = gr(a, K')

Considérese la extensién simple K'(a) de K’ tal que el nicleo ker £, del
homomorfismo de evaluacién

E, : K'[t] — K'(a)

sea no trivial. Es entonces un ideal, el cual es principal generado por un
polinomio irreducible ménico de grado positivo m, i €l cual es maximo (P
[.3.14) i.e. ker E, = (mg k). Sisuponemos que a es algebraico sobre K’ el
nicleo de E, es un ideal, el cual es principal (P 1.3.10) generado por my
el cual es maximo (P 1.3.14) i.e. ker B, = (mgx/) es un ideal méximo.
Luego, K'[t]/(mgk’) es un campo el cual es isomorfo a E,(K'[t]) el cual
es un subcampo de K'(a) que contiene a a, i.e. K'(a). Todo elemento de
K'[t]/{mq k) es de la forma f(t)+1 donde I = (m, i) con el grado de f(t) <
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gr{mg ). Luego, cualquier elemento de K'[t]/(m, k') puede escribirse como
combinacién lineal de n clases laterales 1 + I, t + I,t> +I,....t" ' + I donde
n = gr(mgr). Como t' + I — a', vemos que los elementos 1,a,...,a" !
son base para K'(a) sobre K'. Asi, [’ — K'(a)] = gr(mqr). (Véase el
Problema 1.8)

Si consideramos la misma extensién simple K’(a) de K’ tal que el nicleo
ker E, del homomorfismo de evaluacién E, : K'[t] — K'(a) sea trivial.
Entonces E, es un monomorfismo. Luego E,(K’[t]) no es un campo pero
es un dominio entero y podemos considerar el campo de cocientes K'(t) y
se tiene un monomorfismo K’(t) — K’(a) el cual también es suprayectivo
pues a estd en la imagen. (a es trascendente sobre K).

1.16 Ejemplos. Considere la extension Q — C | el polinomio f(t) =
t* — 2y el homomorfismo de evaluacién E 5 : Q — C. Entonces E 5(f(t))
f(V2) = (V2)2=2 = 0. Luego, f(t) = 1?*—2 € ker E 5. Asi [Q — Q(v/2)]
2 = gr(v2,Q), luego m s (t) = 1* — 2.

Considere la extensién Q — C , el polinomio f(t) = > + 1 y el homo-
morfismo de evaluacién F;(f(t)) = f(i) =i* +1 = 0. Luego, f(t) =t*+1¢€
ker E;. Asf [Q — Q(i)] = 2 = gr(i,Q), luego m; o(t) = t*+1. Andlogamente
y m;c(t) =t —i. No es trivial el obtener el polinomio minimo en general.

1.17 Proposicién. Si una extension K’ — K es finita, entonces es
algebraica sobre K.

Demostracion. Sea a € K. Veamos que a es algebraico sobre K'. Por
1.11 el conjunto {a™, a1, ... a? a',ap} no es linealmente independiente, es

decir, existe una combinacion lineal
Ap@" 4 -+ Xoa? + Mat + X =0

con no toda \; = 0. Luego f(t) = A\yt™+- - -+ Xot? + A\1t1 + \g es un polinomio
no trivial en K'[t] con f(a) = 0. Luego, a es algebraico sobre K'.4

El inverso de 1.17 es falso pues hay extensiones algebraicas de grado
infinito.

1.18 Teorema. Considere la extensién algebraica K’ — K. Entonces,
K = K'(ay,...,a,) para as,...,a, € K si, y solo si K es una extension finita
sobre K.
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Demostracién. Si K = K'(ay,...,a,), a; es algebraico sobre K'y por
lo tanto es algebraico sobre cualquier extensién de K’. Luego, el campo
K'(ay) es algebraico sobre K’ y generalizando K'(ay,..., ai) es algebraico sobre
K'(ay,...,a;_1) para k = 2,....,n. Por 1.6 K = K'(as,...,a,) es una extension
finita de K’. La parte, sélo si, se deja como ejercicio, ver Problema 1.10.4

1.19 Definicién. Considere la extensién algebraica K’ — K. La ce-
rradura algebraica de K’ en K es el conjunto {a € K | a es algebraico
sobre K'} y lo denotaremos con K. o simplemente, por abuso, K'.

1.20 Proposicién. Si K’ — K es una extension y K_}( la cerradura
algebraica de K’ en K entonces K es un campo y es la extensiéon mas
grande de K’ en K.

Demostracién. Si a,b € K son algebraicos sobre K’ entonces a + b, ab
y a/b con b # 0 son algebraicos sobre K’'. Si a,b € K} entonces K'(a,b)
es una extensién finita y sus elementos son algebraicos sobre K'. Es decir,
K'(a,b) C K_}( Luego, K_}(contiene a todo elemento de K que es algebraico
sobre K', y asi, K—}{ es la extensién més grande de K'contenida en K .4

Problemas.

1.1 Considere una familia de campos {K;} para i = 1,..., s tal que cada
K1 es una extension finita de K;. Pruebe que K, es una extensién finita
de K; y que

[Kl — KS] == [Kl — KQHKQ — Kg] tee [stl — Ks]

1.2 Sea R(7) el subcampo que contiene a los elementos de la forma z + iy,
con x,y € R. Pruebe que C = R(7).

1.3 Pruebe que Q — R y Q@ — C son extensiones infinitas y que

[Q@— Q@) =2

1.4 Considérese
o: K'— K't]/1

dada por
t—t+1



48 Capitulo II. Teoria de Campos y Teoria de Galois

Verifique que ¢ envia a K’ isomérficamente en si mismo dentro de K'[t]/1.

1.5 Pruebe que si f es un polinomio en K'[t] de grado 2 6 3, entonces f
tiene una raiz en K’ si, y sélo si, f es reducible sobre K’.

1.6 Escriba las tablas de sumar y multiplicar del campo con cuatro ele-
mentos del Ejemplo 1.12.

1.7 Pruebe que el polinomio minimo para a sobre K’, denotado m, g,
divide a cualquier otro polinomio que tenga a a como raiz.

1.8 Pruebe que si a € K entonces son equivalentes las siguientes: (i) a es
algebraico sobre K’, (ii) el homomorfismo de evaluacién posee un nicleo no
trivial y (iil) la extensién K’ — K'(a) es finita.

1.9 Compruebe que m 5 4(t) = t* — 2, que m sz 5(t) = t* — V2, y por lo
tanto, v/2 es algebraico de grado 2 sobre Q y es algebraico de grado 1 sobre
R. También compruebe que m; c(t) =t — i.

1.10 Pruebe la parte "sélo si" de 1.18.

1.11 Compruebe que K'[t] puede verse como un espacio vectorial sobre
K’ donde los elementos a™ con n > 0 generan K'[t] sobre K'.

1.12 Considere la extensiéon Q— C. Encuentre el polinomio minimo para

V2 + v/3sobre Q.
1.13 Compruebe que Q (\6/5)) = Q(V/2, ¥/2). Sugerencia: Verifique que

Q(V2)) — Q(v2,¥2) = 1.
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I1.2 Automorfismos y mas sobre extensiones

2.1 Definicién. Sea A un anillo. Un automorfismo de A es un isomorfismo

de anillos o : A — A. Denotaremos con Aut(A) el conjunto de automorfismos
de A.

2.2 Definicién. Sea I' un subanillo de A. Un automorfismo de A
sobre I' es un isomorfismo de anillos 0 : A — A tal que o(a) = a para toda

a € I'. Denotaremos con Autr(A) el conjunto de automorfismos de A sobre
I.

2.3 Proposicién. Aut(A) y Autr(A) son grupos bajo la composicién de
funciones.

Demostraciéon. Como la composicién de automorfismos es automor-
fismo, el inverso de un automorfismo también es un automorfismo y la iden-
tidad también lo es, el conjunto Aut(A) es un grupo bajo la composicién.
Ansglogamente para Autr(A).4

2.4 Ejemplo. Considere A = Z. Entoces todo m € Z es de la forma m1
para m € Z. Claramente o(ml) = ml.
Por lo tanto o = I. Luego, Aut(Z) = {Iz}.

2.5 Proposicién. Sea A un dominio entero, (K, f) su campo de co-
cientes y 0 : A — A un automorfismo. Entonces el homomorfismo inducido
0. : K — K es un automorfismo.

Demostraciéon. Por 1.3.4, existe 0, : K — K. Veamos que posee
inverso. Como ¢ : A — Ainduce 0;! : K - Ky o lo = 007! = 1I.
Por el Problema 2.3 (i), 0,0, = 0,0, = Ix. Luego, o, posee a g, como
inverso.4
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2.6 Definicién. Sea K’ — K una extensién y f € K'[t]. Diremos que f
se descompone K’ — K o sobre K si se factoriza en factores lineales en
K[t].

Observe que si se tiene un campo K” tal que f € K'[t] se descompone
sobre K", entonces las distintas raices ay, ..., a; de f(t) en K” generan el
subcampo K'(ay, ..., a;) de K" que es el campo minimo de K” en el cual f
se factoriza en factores lineales en K”[t].

2.7 Definicién. La extensién minima de K’ que cumple lo anterior se
llama campo de descomposicién de f sobre K’ y lo denotaremos K }

Nos preguntamos si existe una extensiéon K’ — K” tal que un polinomio
f se factorice en factores lineales. Para contestar esta pregunta, supongamos
que a; es una rafz en K’ — K' y omitimos el factor (t — a;) considerando el
polinomio fi(t) = f(t)/t —a; € K*[t]. Luego hacemos lo mismo encontrando
una extensiéon K’ — K? que contenga una rafz de f(t), etc. Asf tenemos el
siguiente

2.8 Teorema. Sea f € K'[t] un polinomio. Entonces existe una exten-
sién finita K’ — K" que es un campo de descomposicion de f sobre K’.4¢

2.9 Ejemplo. Considere el polinomio f(t) = t* — 4 en Q[t]. Como
f(t) = (> — 2)(1* + 2) podemos adjuntar las raices —/2 y v/2 obteniendo
Q( — V2, v2) = Q(v2) el cual es una extensién Q — Q(v/2) de grado 2.
Nos fijamos en (2 +2) € Q(v/2)[t]. Las raices —v/2i y v/2i son complejas,
no en R, luego (2 + 2) es irreducible en Q(y/2)[t]. Ahora consideramos
Q(V2, V2i) = Q(v/2, i) y la extension Q(v/2)— Q(v/2, i) la cual es de grado
2. Considere la torre acostada de campos Q 2, Q(\/ﬁ)i» Q(v?2, i)---C.
Luego el campo de descomposiciéon de f sobre QQ en C es Q(\/§, i) y por lo

tanto [Q — Q(v/2, 1)] = 4.

Suponga que ay, ..., a; € K son las distintas raices de f € K. K'(a1, ..., a;)
es el minimo subcampo que contiene a K’ y a las a;. Pero K'(ay, ..., a;)
estd contenido en cualquiera o todo subcampo de descomposicién. Por lo
tanto tenemos la siguiente

2.10 Proposicién. Sea K’ ~— K" una extensién y f € K"[t]. Si Ky
K? son subcampos de descomposicién para f sobre K’ entonces K' = K?.4
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Notacién. (i) Para las extensiones K’ — K y K’ — K" denotare-
mos con homg (K, K") el conjunto de homomorfismos (inyectivos) de K en
K" que dejan fijo a K’. Considere la extensién finita K’ — K", entonces
homp (K", K") =Autg/ (K", K") es un grupo. (ii) Sea K’ — K” una ex-
tension y f € K'[t]. Denotaremos con R(f, K”) el conjunto de las raices de
fen K",

2.11 Proposicién. Sea K’ — K" una extensiéon y f € K'[t] un poli-
nomio irreducible. Sea a; € K” una raiz de f. Entonces los conjuntos

hOTfl}a(K/(ai), KU) y R(fv K”)

poseen la misma cardinalidad.
Demostracién. Considere el diagrama

K — K S K/
E, S
by L @a,
K" “-- K'(a;)

donde E, : K'[t] — K" es el homomorfismo de evaluacién, el cual se facto-

riza mediante o, : K'[t]/(f) — K". Para cada rafz a; existe un ¢, . En-
tonces, cada rafz a; da lugar a un homomorfismo v, = ¢, o (¢, )" para el

cual ¥, (a;) = a;. ¢

2.12 Ejemplo. Como Q(v/2) = Q[t]/ (t* — 2) donde ¢> — 2 es irreducible
sobre Q, hay dos homomorfismos que dejan fijo a Q que envian /2 en +£+/2,
que son raices complejas de t2—2. Estas dos raices nos dan los homomorfismos

1,§: QW2 — C
a+0v2 — 1(a+b/2)= a+0bv2
a+bV/2 — Sa+bvV2)= a—b/2

Si ponemos Q(+/2) en lugar de C obtenemos

homg(Q(V2), C) = homg(Q(V2),Q(V2)) = Autg(Q(V2).



52 Capitulo II. Teoria de Campos y Teoria de Galois

Luego |homg(Q(v/2), C)| = 2.

La siguiente proposicién es clave para comprender el grupo de automor-
fismos para el caso de extensiones algebraicas.

2.13 Proposicién. Considere las extensiones K’ — K y K' — K.
Entonces

(i) para f € KJt], cada § € homg (K, K") se restringe a una funcién
inyectiva 7 : R(f, K") — R(f, K").

(ii) si 0 € homg (K, K) entonces ¢ : R(f, K) — R(f, K) es biyectiva.

Demostracién. (i) Para a € R(f, K) se tiene que f(d(a)) = d(f(a)) =
4(0) = 0, por lo tanto § envia R(f, K) en R(f, K”). Como J es inyectiva,
su restriccién a R(f, K) C K es una inyeccién también.

(ii) De (i), o5 : R(f, K) — R(f, K) es inyectiva y como es de un
conjunto finito en si mismo es suprayectiva.4

Observe que (ii) dice que cualquier automorfismo de K permuta el con-
junto de raices de K de un polinomio f € K[t].

2.14 Definicién. Considere la extensiéon K’ — K”. Diremos que los
elementos a, b € K” son conjugados sobre K’ si son raices del mismo
polinomio minimo sobre K’, es decir, m, x» = mp -

2.15 Ejemplos. Considere la extensién Q — C, i y —¢ son conjugados
sobre QQ pues son raices del mismo polinomio minimo sobre Q, m;(t) =
2 +1 = m_;0(t). Si se considera la extensién Q — C, V2 'y —V/2 son
conjugados sobre Q pues son raices del mismo polinomio minimo sobre Q,
mpot) = t* =2 = m_ 5o(t). También, para Q — C, V2, V2e*mi3
V/2e*1/3 son conjugados sobre Q pues son raices del mismo polinomio minimo
sobre Q, m g(t) =t — 2.

2.16 Teorema. Sea K’ un campo, a, b elementos algebraicos sobre K’,
n = gr(mg k). Entonces a y b son conjugados sobre K’ si, y sélo si, la funcién

ap  K'(a) — K'(b)
dada por

Apo10@" 4 Aat X A b R AR N
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es un isomorfismo de campos.
Demostracién. Supongamos que a y b son conjugados, es decir, m, x =
my, k. Consideremos el siguiente diagrama

(Marr) — K] — Kt/ (mar) = Kt/ (mpx)
Eo\, 1=, 1=,
K'(a) Pap  K'(D)

Definimos ¢, ;, = ¢, 0 ¢, " el cual es un isomorfismo tal que

Cap(Ano1a” "4+ Xat + X)) = o0, (Am1d" T -+ Aal + Ao)
= gob()\n,lanfl 44 Nat + Xo) + (Mg k)
VIRY/ Can R RPN Wy LTS

Ahora veamos que ¢, , es isomorfismo y entonces a y b serdn conjugados.
Considere my g/ (t) = Agt™ 4+« - + Aat? + \it! + Xo. Entonces \,a" + -+ +
A2a® + Aa' +ap = 0.Por lo tanto @, ,(Ana™ +- - -+ Xaa® + Ara’ + o) = Apb" +
o Agb? + A\t + g = 0. Luego my, gr|mg k. Andlogamente my, g |my g y
asi, a y b son conjugados.4¢

2.17 Ejemplo. Considere la extensién Q — Q(v/2) y el polinomio
mgo(t) = t* — 2. Sus raices son —V2 y V2 y por definicién, son conju-
gadas sobre Q. Por el teorema anterior, ¢ 5 /5 : Q(v2) — Q(v/?2) dada
por a+by/2 — go\/ifﬁ(a—kb\/?) = a—by/2 es un automorfismo de Q(v/2).

2.18 Definiciones. Sea f € K]Jt] un polinomio irreducible. Diremos
que el polinomio f es separable sobre K si toda raiz de f es simple en
la extension K’ — K”. Un elemento algebraico a € K” en una extension
K’ — K" es separable si su polinomio minimo m, € K'[t] es separable.
Si K’ — K" es una extension finita, el grado de separabilidad, denotado
{K" — K"}, de la extensién K’ — K", es el orden de homy (K", K'). Si
K' — K" es una extension finita, se dice que es separable si { K’ — K"} =
[K' — K"].

Observe que si K’ ~— K'(a) es una extensién finita simple, por 2.11
aplicado a K" = K’ se tiene que {K' — K'(a)} = |R(mq k), K'|.
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2.19 Proposicién. Si K’ — K y K — K" son extensiones finitas,
entonces {K' — KH{K — K"} ={K' — K"}.
Demostracion. Problema 2.6.4

2.20 Definicién. Considere K’ ~— K” una extensién finita. Diremos
que es una extensiéon normal si K" es el campo de descomposicién sobre
K’ de alguin polinomio f € K'[t].

Recuérdese que homg (K, K") denota el conjunto de homomorfismos
de K en K” que dejan fijo a K'. Asi, homy/(K, K") = Auty/(K") pues
todo homomorfismo inyectivo es suprayectivo y por lo tanto invertible. Por
el Proble-ma 2.8, una extension K’ — K" es normal si para toda ¢ €
homg (K", K') se tiene que 1)(K") = K". Obsérvese que si K’ — K" es una
extensién normal, entonces, siempre que se tenga un polinomio irreducible
f € K'[t] el cual posea una raiz en K", se separa en K” puesto que cada par
de raices de f son conjugadas sobre K’ y una va a dar a la otra mediante un
homomorfismo K’ — K’ que envia a K” en sf mismo.

2.21 Teorema. Sea K’ — K" una extension algebraica y K’ — K —
K" una torre de campos. Si 1, : K — K’ es un homorfismo que fija los
elementos de K’, entonces existe un homomorfismo ¢ : K" — K’ que
"extiende" a v,.

K" _lf_) F
/]
K |
| |

K' = K

Demostracién. Sea A el conjunto de las parejas (C, ¢) donde (K — ()
< (K — K")y¢:C — K’ extiende a1p,. Ordenemos A mediante la relacién
< para la cual (C1, ¢;) <K (Cy, ¢,) siempre que C; < Cy y ¢, extiende
a ¢;. Luego (A, <«)es un conjunto parcialmente ordenado. Supoéngase
que B C A es un subconjunto totalmente ordenado. Sea C = U ,)eyC.
Entonces (K — C) < (K » K"). También existe una funcién @ : C — K’
dada por p(a) = ¢(a) cuando a € C para (C, ¢) € B. Es claro quesi a € C'
para (C', ¢') € B entonces ¢'(a) = ¢(a) y por lo tanto @ estd bien definida.
Entonces para toda pareja (C, ) € B tenemos que (C, ¢) < (C, ®) y asi
(C, ®) es una cota superior de B. Por el Lema de Zorn, debe de haber un
elemento maximo de A, a saber, (K[, ¢,).
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Supongamos que K # K", entonces existe un elemento a € K" para el
cual a ¢ K. Como K" es algebraico sobre K’, también es algebraico sobre
K{ pues a es algebraico sobre Kg. Simggn(t) = t" + - 4 At* + Mit! +
Ao, entonces el polinomio f(t) = t" + -+ + ©o(A2)t? + 0o M)t + @o(Ao) €
(0o(KY))[t] es también irreducible y por lo tanto tiene una rafz b en K’ el cual
es también la cerradura algebraica de ¢y (K(/). Por la propiedad universal del
anillo de polinomios K{/[t], ¢, da lugar a ¢ como en el siguiente diagrama

Ky — Kj[t] — K[t/ (maxs(t)) = Kf(a)
l% / ©0
K’

Pero (K, @) < (K{(a), ¢§) v (K, ¢o) # (K{(a), ¢}) contradiciendo
la maximalidad de (K{, ¢,). Por lo tanto, K] = K" y podemos tomar

V=4

2.22 Definicién. Considere K’ »— K" una extension finita simple. Dire-
mos que a € K" es un elemento primitivo de la extensién si K" = K'(a).

El siguiente teorema se conoce como el teorema del elemento primitivo.

2.23 Teorema. Sea K’ — K" una extensién separable. Entonces K”
posee un elemento primitivo.

Demostracién. Supongamos que K”es un campo infinito. Como K” se
construye a partir de una sucesion de extensiones simples, basta considerar
el caso K" = K'(a, b). Sean f, g € K'[t] los polinomios minimos de a
y b sobre K’ respectivamente. Considere a = ay, ..., a, y b = by, ..., by
las distintas raices de f y ¢ respectivamente en K’. Como K’ — K" es
separable, r = gr (f) y s = gr (g). Para j # 1 se tiene que b = b; # b; y por
lo tanto la ecuacién a + xb = a; + xb; tiene solamente una solucién, a saber,
a—a; =xbj—axb=x(b;—b) yz = % Si escogemos una x € K’ diferente
de estas soluciones (pues K’ es infinito), entonces a + zb # a; + xb;, excepto
cuando ¢ = j = 1.

Sea ¢ = a+xb. Entonces los polinomios ¢(t) y f(c—at) tienen coeficientes
en K'(c)[t] y poseen a b como raiz, es decir, g(b) =0y f(c—xb) = f(a) =0.
De hecho, b es su tnica raiz comin pues escogimos x tal que ¢ # a; + zb;, es
decir, a; # ¢ — xb; a menos que 1 =7 = j.
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Por lo tanto, el m.c.d.(g(t), f(c —xt)) =t — b. Se sabe que el médximo
comtin divisor de dos polinomios tiene coeficientes en el mismo campo que los
coeficientes de los polinomios. Luego b € K'(c) y esto implica que a = ¢ — xb
también estd en K'(c). Por lo tanto, K'(a, b) = K’(c). Para el caso en que
K" sea un campo finito, ver el Problema 3.5 en la siguiente seccién. ¢

Problemas.
2.1 Pruebe que Aut(Z,) = {1z, }.

2.2 Suponga que un anillo A contiene al' = Z 6 Z, y 0 € Aut(A). Pruebe
que o se restringe a la identidad en A y por lo tanto Aut(A) = Autp(A).

2.3 Sean A’ y A dominios enteros, K’ y K sus campos de cocientes
respectivamente y o : A’ — A un monomorfismo. (i) Pruebe que existe
un unico homomorfismo inducido o, : K’ — K tal que o.(a) = o(a) para
a € A C K'. (ii) Pruebe que In : A" — A’ induce I, =1 : K/ — K'y
que si A’ 25 A 25 A” son monomorfismos de dominios enteros, entonces
pos = (uo)y : K — K'.

2.4 (i) Pruebe que ( ). : Aut(A’) — Aut(K') es un monomorfismo.
(ii) Pruebe que ( )i : Aut(Z) — Aut(Q) es un isomorfismo y por lo tanto

Aut(Q) = {lo}-

2.5 Pruebe que las raices de polinomios con coeficientes en R son conju-
gadas. Sugerencia: considere C = R(7) = R(—i).

2.6 Pruebe la Proposicién 2.19: si K/ — K y K ~— K" son extensiones
finitas, entonces { K’ — K}H{K — K"} = {K' — K"}.

2.7 Pruebe que si K/ — K y K — K" son extensiones finitas, entonces
K' — K y K ~— K" son separables si, y sélo si K’ — K" es separable.

2.8 Pruebe que K” es el campo de descomposicién sobre K’ de algin
polinomio f € K'[t] (es decir K’ ~— K" es una extensién normal) si, y solo
si, Y(K") = K" para todo ¢ € homg: (K", K').

2.9 Considere las extensiones finitas K’ — K y K — K”. Pruebe que si
la extension K’ ~— K" es normal, entonces la extensién K ~— K" es normal.
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2.10 Sea f un polinomio en K'[t]. Un elemento a € K’ tal que f(a) = 0
es una raiz de multiplicidad n si n es el mayor entero tal que (¢ — a)"
es un factor de f en K'[t]. Pruebe que si f es irreducible en K'[t] entonces

todas las raices de f en K’ tienen la misma multiplicidad. Sugerencia: Use
los Teoremas 2.16 y 2.21.
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I1.3 Teoria de Galois.

Recordemos que hemos estado estudiando la estructura de una extension
algebraica K’ — K" analizando los automorfismos de K" que dejan fijo a
K', es decir, analizando Autg: (K").

3.1 Definicién. Una extension finita K/ — K" se llama extensiéon de
Galois si es normal y separable.

Por el teorema 2.21, todo automorfismo K’ — K’ se extiende a un
homomorfismo de K — K’ manteniendo fijos a los elementos de K'. Luego
tenemos la biyeccion homy (K", K') «— Autg/(K") y por lo tanto

| Aut o (K")| = {K' — K"} = [K" — K").

3.2 Definicién. El grupo de Galois de la extensién K' — K"
es el grupo Autg (K") denotado Gal(K' — K"). Sus elementos se llaman
automorfismos de Galois de K’ — K”.

Asi, |Gal(K' — K")| = {K" — K"} = [K' — K").

3.3 Ejemplo. Por 1.9 sabemos que [Q — Q(v/2,v/3)] = 4. Conside-
remos Q(v2,v3) = (Q(v2))(v/3). El isomorfismo OS5 Q(v2,v3)
— Q(ﬁ, \/3) dado por ¢+ dv/3 +— ¢ — dv/3, con ¢,d € Q(\/i) es un au-

tomorfismo que tiene a Q(\/i) como campo fijo. Andlogamente, ¢ 5 5 :

Q(v2,v3) — Q(v/2,v/3) tiene a Q(v/3) como campo fijo. Como la com-

posicién de automorfismos es un automorfismo, vemos que ¢, 5 5090 5 5
no deja fijo ni a v/2, ni a v/3. Consideremos el grupo Auty(Q(v/2,1/3)). Sabe-
mos que {1,\/5,\/5,\/6) es una base para @(\/5, v/3) sobre Q. Consideremos

L= Lug@/ava) M= Pysva Q2 = P33 Y O3 = P35 50 Pu5 o
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Como 041(\/5) = —2, al(\/é) = —V6ya,=+v3=—V3, Qes el campo

fijo de {¢,a1,09,a3}.

Sea K’ — K" una extensién de Galois y H un subgrupo de Gal(K' — K").
Denotemos con

(K" ={a € K"|a(a) = a, para toda o € H}.

Entonces (K”)# es un subcampo de K” que contiene a K’ pues si a,b €
(K" y a e H, ala+b) = ala) + alb) = a+b, a(ab) = ala)a(b) = ab,
a(a™!) =a(a) " sia#0ysic € K, entonces a(c) = ¢, es decir K/ < (K")H.
Llamaremos a (K”) subcampo fijo de H. Si H denota una familia {¢,}
de automorfismos de K” que dejan fijo a K’, denotamos con (K”){#i} al
subcampo fijo de la familia {y;}.

3.4 Ejemplo. Considere la extensién Q — Q(v/2) y el polinomio
m x/iQ(t) = 2 — 2. Sus raices son —v2 y v/2 y son conjugadas sobre Q.
Como vimos en el Ejemplo 2.21, ¢ 5 /5 : Q(v2) — Q(v/2) dada por

a+ bv/2 — <p\/§7_\/§(a + bﬂ) = a — bv/2 es un automorfismo de Q(ﬂ)
Pero a+bv/2 = a—bv/2 cuando b = 0. Luego, el subcampo fijo de {go\/ifﬁ}

es Q(ﬁ){wﬂ,,ﬁ} = Q.

Por el Problema 2.7, si K’ — K" es una extensién de Galois entonces
las extensiones K’ — (K")? y (K")¥ — K" son separables y también
(K")% »— K" es normal y por lo tanto es una extensién de Galois. Recuerde
que |Gal((K")% — K")| = {(K")" — K"} = [(K") — K"]. Todo
automorfismo de Gal((K")” ~— K") es un subgrupo de Gal(K' — K").
Observe que por definicién, H < Gal((K")# — K”") y por el Teorema de
Lagrange, o(H)|o(Gal((K")? ~— K").

3.5 Proposicién. Si H es un subgrupo de Gal(K' — K") entonces
Gal((K")# — K") = H.

Demostracién. Como la extensién (K”)¥ ~— K" es separable, por el
teorema 2.27, es una extensién simple, es decir, K” = (K")# (a). Considere
los distintos elementos de H = {1y = 3}, B5,..., 5,,}. Considere el polinomio
de grado n

f(t) = (t = a)(t = Bs(a)) - (t = Bu(a)) € K"[t].
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Observe que f(t) no cambia al aplicar 3; a sus coeficientes puesto que las
raices 3 (a) son permutadas por ;. Por lo tanto, f(t) € (K")"[t]. Asi,
(KM — K" = [(K") — (K")?)(a)] < n = o(H). Por otro lado, como
H < o(Gal((K")H — K")) = [(K")? ~— K")]. Por las dos desigualdades
anteriores se tiene que o(H) = n = o(Gal((K")? »— K")) = [(K")? — K")]
y por lo tanto Gal((K")" — K") = H¢

Sea K' ~— K" una extensién de Galois y (K’ — K) < (K' — K").
Entonces la extensién K — K” también es de Galois cuyo grupo de Galois
lo denotamos Gal(K — K").

3.6 Definicién. El grupo de Galois Gal(K ~— K") anterior se llamard
grupo de Galois relativo de las extensiones (K’ — K)y (K' — K").

3.7 Proposicién. Considere (K’ — K) < (K’ — K”). Entonces
(K//)Gal(KHK”) =K.

Demostraciéon. Es claro que K < Por otro lado, sea
a € K"—K. Por el Problema 3.3, existe un automorfismo o € Gal(K — K")
tal que 0(a) # ay porlo tanto a ¢ (K")CUUE—E") = Agf, (K")GUE—K") < [,
Por lo tanto, (K")GalE—K") — [ ¢

(K//)GGZ(KHK”).

Consideremos una extensiéon de Galois finita K’ — K”. Sea Subgr(K' —
K") el conjunto de todos los subgrupos de Gal(K' — K") y Subext(K' —
K") el conjunto de todas las subextensiones K’ — K de K’ — K" es decir,
donde K es un campo intermedio K’ < K < K”. Ordenemos estos conjuntos
por inclusiones. Claramente Subgr(K’ — K") es un conjunto finito.

Los siguientes resultados constituyen los principales de la Teoria de Ga-
lois.

3.8 Teorema . Sea K’ — K" una extensién de Galois finita. Definamos
las siguientes funciones

g: Subgr(K' — K") — Subext(K' — K") dada por
H +— g(H)=(K")"

f: Subert(K' — K") —  Subgr(K' — K") dada por
(K'— K) — f(K'— K)=Ga(K — K")
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Entonces las funciones f y g son biyecciones mutuamente inversas que preser-
van el orden de contencién inverso.

Demostracién. Utilizando los resultados anteriores, considere las com-
posiciones siguientes

Subgr(K' — K") —%s Subext(K' — K") - Subgr(K' — K")
H — g(H)= (K" +— Ga((K")" — K")=H

Subext(K' — K") 2, Subgr(K' — K") < Subext(K' — K")
f(K" — K)
K — || N (K//>Gal(K’>—>K) — K
Gal(K — K")

ie., fog=lsugr(xrn Y 90 [ = Lsubeat(x'— K- Luego, fy g son inversos
uno del otro. Si H; y Hs son elementos del conjunto Subgr(K’ — K") tal que
H, < Hs entonces (K”)H1 < (K")H2 pues si b € (K”)2 entonces permanece
fijo por todo elemento de H; pues H; es un subconjunto de H,. Por lo
tanto, g también invierte el orden. También, si (K’ — K;) < (K' — Kj)
son elementos de Subext(K’ — K"), entonces como K; < Ky, Gal(Ky —
K") < Gal(K, — K")ysio € Gal(Ky — K") entonces o fija todo elemento
de K. Por lo tanto f(K>) < f(K3) y f invierte el orden de contencién. 4

Es de mencionarse que este fenémeno no se estudia solamente en la Teoria
de Galois, sino en general en la Teorfa de Conjuntos Parcialmente Ordena-
dos. Tal par de biyecciones son, de hecho, funtores y se les conoce como
una conexién de Galois. Esto tiene mucha importancia en la Teoria de la
Computacién y en la Teoria Matematica de la Musica.

3.9 Proposicién . Sea K’ — K" una extensién de Galois y (K’ —
K) < (K' — K"). Entonces el grupo de Galois relativo Gal(K — K")
de las extensiones (K’ — K) y (K’ — K”) es un subgrupo normal de
Gal(K' — K") si, y s6lo si (K’ — K) es una extensiéon normal.

Demostracién. Supongamos que Gal(K — K") < Gal(K' — K"), es
decir, para toda a € Gal(K — K")y € Gal(K' — K") tenemos que
Bap~! € Gal(K — K"). Si k € K, entonces para cualquier £ € Gal(K'
K")y a € Gal(K — K") k(k) € K" satisface ak(k) = k(ktar(k)) = k(k)
puesto que £~ 'ak € Gal(K — K"); luego (k) € (K")¢K~K") — . Por

el Teorema 2.21, todo homomorfismo K — K’ que deja fijo a K’ se extiende
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a un homomorfismo K” — K’ el cual debe tener imagen K”. Por lo tanto,
K’ — K es una extensién normal.

Ahora supongamos que K’ — K es una extensién normal. Entonces,
para cada o € Gal(K' — K") y k € K, a(k) € K. También, para cada
B € Gal(K — K"), B(a(k)) = a(k) y por lo tanto a~!Ba(k) = k. Asf que
a 'Ba € Gal(K — K"). Luego, para toda o € Gal(K' — K"), aGal(K
K")a ' = Gal(K — K") y por lo tanto Gal(K — K") <t Gal(K' — K").4

3.10 Proposicién . Sea K’ — K" una extension de Galois. Entonces
existe un isomorfismo de grupos

Gal(K' — K")/Gal(K — K") 2 Gal(K' — K)

dado por aGal(K — K") — alk.

Demostracién. Como K’ — K es una extension normal, si a €
Gal(K' — K") entonces oK = K. Asi es que podemos restringir a a
un automorfismo de K, a|x : K — K. Entonces o|x es la identidad en K
si, y slo si , a € Gal(K — K"). Es inmediato comprobar que la funcién

Gal(K' — K") — Gal(K — K")

a — alg

es un homomorfismo de grupos con niicleo Gal(K — K"). Asi que obtenemos
un monomorfismo

Gal(K' — K")/Gal(K — K") — Gal(K' — K)
tal que

o(Gal(K' — K")/Gal(K — K")) = [K' — K"]/[K ~— K]
= [K'— K] =o0(Gal(K' — K))

y por lo tanto es un isomorfismo. ¢
3.11 Ejemplo. El problema 3.1 y el ejemplo 3.3 nos dicen que
Gal(Q — Q(V2,V3)) =V

y que los cuatro automorfismos ¢,aq,00,a3 dejan fijo a Q. Los diagramas
siguientes ilustran la correspondencia de Galois para la extension

Q— Q(V2,V3):
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Q(v2,Vv3)
QV3) — o) \‘*\@wa)
: \ Q /“/\‘\ i

B - i
{L>a1} b {L’O‘Q} ’,"" {Lﬂa?’}

T

Consideremos una extensién finita K’ — K" de grado [. Veamos a K"
como espacio vectorial sobre K’. Supongamos que K'tiene ¢ elementos.
Luego, cualquier elemento u de K” puede escribirse en forma tinica como
u = My + -+ N para {\, € Ky {v;}_, una base de K”. Hay ¢'
expresiones para u pues cada \; puede ser cualquiera de los ¢ elementos de
K'. Luego K" tiene ¢' elementos.

T, Gal(Q — Q(V2,3) \

Observe que si K" es un campo finito de caracteristica p, entonces se tiene
una extensién K’ — K” donde K' = Z,. Luego K" tiene p' elementos, para
o . . "
| un entero positivo, es decir, |K”| = plZr—K"],

Ahora, si consideramos el grupo multiplicativo (K”)* de los elementos
distintos de cero de K”, recordemos que tiene orden p! — 1. Si tomamos un
elemento a € K", el orden de a, o(a)|o((K")*) = p' — 1. Luego a? ' =1y
a’ = a. por lo tanto, cualquier elemento de K” es raiz del polinomio ' — t,
el cual tiene a lo més p' raices. Asi, si K" estd contenido en Z_p, los elementos
de K" son las raices en Z, del polinomio t' —t € Z,]t].

Considere el polinomio f(t) = t* —t € Zy[t]. Su derivada es f'(t) =
pltpl*1 — 1 = —1. Por el problema 3.4 todas las raices de f(t¢) en ZT; son
simples. Luego, f posee p' raices distintas en ZT,. Si {0, ay,...,a,_1} son las
distintas raices, entonces en Zy[t], t* —t = t(t —ay)--- (t — ay 1)y cada rafz
es separable sobre 7Z,.

Denotemos con F = {a € Z,, | f(a) =0} C Z,.
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3.12 Teorema . F, es un subcampo de 7Z, con p! elementos, [ > 1.

Demostracién. Si a,b € F, entonces (a + b)*' — (a +b) = (a¥' + ') —
(a4Db) = (a”' —a)+ ("' —b) =0 b (ab)?' — (ab) = (aplbpl) (ab) = ab—ab = 0.
Claramente 0,1 son raices de t* —t. Sia # 0, a” =a'y (1/a)’ = 1/a. Por
lo tanto, IF,; es un subcampo de Z, ™

Observe que Z, < F, y que Z, — [F, es una extensién finita. El sub-
campo F,; se llama campo de Galois de orden p'. Se acostumbra denotar
a Z, con F,. También se usa la notacién GF(p') para I, en la literatura
sobre este tema. Es claro que [F, — F,]| =I.

Problemas.

3.1 Compruebe que Auty(Q(v/2,v3)) = Gal(Q — Q(v/2,v/3)) =V (el
grupo 4 de Klein).

3.2 Pruebe que el grupo de Galois Gal(K — K") relativo de las exten-
siones (K’ — K) y (K' — K") es un subgrupo de Gal(K' — K"), es decir,
Gal(K — K") < Gal(K' — K") cuyo orden o(Gal(K — K")) = [K' —
K”].

3.3 Recuerde que [A-D-LI-M p.107] una accién de un grupo G en un
conjunto X es transitiva si para cualesquiera z,y € X existe g € G tal
que gr = y. También decimos que la accién es libre si solamente para
g = e € G se tiene que gr = x, de otra manera, si para cuando g # e € G,
gr # x.Pruebe que si K’ — K" es una extensién de Galois finita donde
K" es el campo de descomposicién de un polinomio irreducible de grado n
f € K'[t] entonces el grupo Gal(K' — K") actia transitiva y libremente en

R(f, K").

3.4 Considere el anillo de polinomios K [t] para un campo K. Se define la
derivada 0 : K[t] — K][t] dada por 9(f(t)) = O(Aut™ + - - + Aot? + M\it! +
Ao) = nAt" T+ 200t + N = f/(t); \i € K. Pruebe que si f € K[t]
posee una raiz a € K" para una extension K — K" entonces a es una raiz
muiltiple de f si, y sélo si, f y f’ poseen un factor lineal comin en K[t] que
se anula en a.



65

3.5 Pruebe el teorema del elemento primitivo para el caso en que K” sea
finito.

3.6 Pruebe que F, < F, es el subcampo de descomposicién para los
polinomios 7 — t y 1 — 1 sobre F,,.

3.7 Pruebe que F,; es el tnico subcampo (salvo isomorfismo) con p' ele-
mentos.

3.8 Considere IF,x y F,; dos campos de Galois de caracterfstica p. Pruebe
que [, es subcampo de F; si, y sélo si, k divide a [.

3.9 Dibuje un diagrama de los subcampos de [F 60 ordenados via la divisi-
bilidad por [ = 60.
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