CAPITULO Il

Matematica en la Naturaleza

En los ultimos afios, un aptio rango de estructuras cplajas de
interés paa los ciernificos, irgenieros y rédicos ha sido
caracterizado cuali@amente usando la idea de udanension
fractal: una dinensién que corresponde de unanera Unica a la
forma geométrica g ® estuda, y que con frecuencia nes un
entero.

La clave para este progresoeseconocinento de que nrchas
estructuras aleatoriad@decen o a una sirdria como a un
encogimento dados por estructuras regulares. Estaetsian a
escala" tiee la inplicacion de que los objetgmrecen el ismo
en nuchas escalasebservacion diferentes.

Los no espcidistas tanbién estanalgo familiarizados ca los
objetos fractales. Todos 1mes visto objetos fractales,
probablerente en la nifiez. Quizéayanos visto los cristales de la
nieve que tienen el ismo patron, o quizds hayamobsevado

con detenimiento algunos arbolesayanos visto que cada raan

es sinilar a todo el arbol. De hecho para "ver" cualquier cosa
—fractal o no- requerimos que las células nerviosas en la retina
del ojo envien una sefial, y estaéfulas nerviosas de la retina son
objetos fractales.

Muchos patrones de la naturaleza son tan ilaegs y
fragmentados que exhiben uohosniveles de comiejidad vistos
con la georatria usual, a la cudle ahora en adante llanarenos
Euclidiana.
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La existencia de estos patrones reia a estudiar esas formas que
con la georatria usal parecensersin forma, es decir a investigar
la morfologia de lo "arorfo".

Respondiendo a este reto Mandetbconcibié y desarroll6 una
nueva geometria de latoraleza e impleento su uso en diversos
canpos. Esta geoatria desche nuchos de los patrones
irregulares y fragmntados que rorodean, y r®llevana ruevas

teorias, iéntificando una failia de fomas que lesllamé

fractales Los fractalesmas Utiles involucran una probabilidd

estadistica tanto de sus regidades como irregularidades.
También las fomas descritas afupueden esalarse (es decir,
anplificarse o reducirse), iplicando que el grado de sus
irregularidades y/o fragentacion es el ismo en todas las escalas.

Un fractal es una forengeonétrica que es copteja y cetallada en
estructura en cualquier nivel @eplificacion. Con frecuencia los
fractales so autosiniares, es dcir, tienen la propiedad de que
cada porcion pequefia del fracialede verse comuna réplica
reducida del entero.

El nonbre de fractal lo tod Mandelbrot del adjetivo en latin
"fractus’, que proviene del verbdrangere' que significa rorper,
crear fragmentos irregulares, gorque este nombre es apropiado
para nestras necédades, ya quegcemas de fragrentar (cano en
las palabrasfraccion o refraccon) "fractu$ también significa
irreguar.

Algunos objetos fractales son casv 0 superficies, otros son
polvos disconexos, y aun otros sowerpos d formas horrilbes
gue no estadn en buenos téras ni con las ciencias ni con las
artes.

Muchas de estas iltraciones somle formas que nunca se habian

considerado, pero otras repres@nconstrucciones conocidas con
anteroridad.
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Mientras que la geoetria fractake inicié en 1975, othas de sus
herranientas y conceptos se habi@esarrollado @an anterioridad
por diversas razones difeites a las de Mandelbrot.

"Fractal" es una palabra en daal esta subyacente una mrea
clase de objetos, que han jugadapel historico en el desarrollo
de las nateméticas puras. Una gran revolucion de ideas separa a
las nateméticas del siglo XIX de las aeméticas nodernas del
siglo XX. La matemética cl&ica tiene sus aices en las esucturas
geoneétricas (de Eucligs) regulags y la dinanta continua de
Newton. Las ratenmdticas nodernas emiezan con la Teta de
Conjuntos de Cantor y la cunde Peano que llena el espacio.
Historicanente la revlucion fueforzada por el descubriento de
estructuras que no encajaban ks patrones de Euclides y
Newton. Estas estructuras fueron pensadas como "patolégicas”,
como una galeria de monstruos, ganentadas con la pintura
cubista y la msica atonal que fueron las bases para establecer
estandees @ gusto en la artes al mismo tienpo. Los natematics

gue crearon a esosomstruos somecordados como iportantes ya
gue nostraron al mndo que lagnatendticas puras contienen una
riqueza de posibilidades que vasralla & las etructuras simples

que veian en la natleza. Lasmatendéticas del sitp XX
florecieron en la creencia de que habian trascendido
conpletamente las linitaciones inpuestas por sus origenes
naturdes.

La naturaleza le ha jugado una beora los mteméticos. Los
matematicos del siglo XIX pudieron haber tenido mucha
imaginacion, pero la naturaleza tiemés. Las nismas estructuras
patolddcas que los miendéticos nventaron para roper la pérdida
del naurdismo del sidgo XIX se corvirtieron en objetogamiliares
alrededor de nosotros. Asi,rhes confirmado la observacion de
Blaise Pasal, que emblece que lamaginacion es rebasada por la
naturaleza.

La geonetria fractal no es un aplicacion directa de las
matemédticas del siglo XX. Es unaueva rara que nacio con la
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crisis que surgié en 1875 cuando duBois Reymond reporté que
Weirstrass habia construido una fidmccontinua no diferenciable,

la crisis dur6 aproxistanmente hasta 1925, teniendo coractores
principales a Cantor, Peano, Lefae y Hausdorff. Estos nombres

al igual que Besicovitch, Bolzano, Cesaro, Koch, Osgood,
Sierpinski y Urysohn, no se encuemtren el estudio gpirico de

la naturaleza, pero &labajo de estosgantes ha trascendido.

En 1872 Weierstrass estabi6 la existencia de curvas continuas
sin tangente. El hizo la funciop= Za” cosb"x donddD<a<l1,

b es un entero ipar y ab>1+grr(1— a). La ultima condicion se

debe a Bromwich. Después deda Weierstrass, otras funciones
continuas sin derivada o cuyaridada existe raraemte fueron
construidas. Por ejemplo, Hardy quién produjo un andlisis
profundo de la funcién de ®érstrass rostré que la funcién de

. 1 . .
Riemann Z—Zsennzﬂx no adnite derivadas para cada valor
n

irracional dex.

La connocién que provocaron ldsinciones sin derivada llevé a
Hermte para escribir esto esu carta del 20 de ayo de 1893 a
Stieltjies: “me alejo con riedo y horror d esta plaga serable de
las funcioms continuas que noetien derivadas...” Un pequefio
reprocle comparado con la reaceidde Poincaré acerca de estos
asuntos: “@ando uno inventaba unaueva funcion, estaba en
vista de alguna msta conveniente; ahora se inventan
intencionalnente para poner los fdetos de los razonaentos de
nuestros padres”. Poincaré dice weadad, pero no dice toda la
verdad. Poincaré nogqgunta sote la utilidad de las funciones
derivables en ningun punto. Lagjor respuesta a esta pregunta es
mirar la natualeza nmuy atentarente.

Ahora se sabe que elovimiento browniano es el erimiento de
particulas en suspension ohsata por Brown en 1827, esta
limitado inimamente a la euadon del calor, a los procesos de
difusion y los novimientos desorgnizadosde gases. Dés el
principio del siglo XX, después dieimoso articulo de Einstein de
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1905, Annalen der Physik, se haanvencido los fisicos de la
irregularidad my grande de trayéarias de particulas pequefas en
el momento de una difusion. Detengamonos airan una
simulaciéon del novimiento browniano para notar este ferbm

La simulacion se ha reproducido despuésl@6000observaciones
separaes por 10° segundos.

En 1933, Paley, Wéner y Zygmind les dieron razon
conpletanente a este fisicos sobre la trayecta de un
movimiento brownianoBt), no es derivablen cada uno de sus
puntos. Después de esto, Lévy explasgeonetria irregular de las
trayectorias de un avimiento browiano en la recta o el plano.
De nuevo hoy el estudio local deovimiento browniano es un
objeto de estudio.

En las décadas que siguieron el descubrito de \Mierstrass,
algunos curvas notables se hamgmado. Lo que estas tienen en
comin, es que desafian la intuicion y no amm una tangente para
la mayoria de sus puntos. Asi es adfreano(1890 se propuso
llenar el interior de un cuadradorpel trazado de sélo una curva
continua, fue toda una sorpresa. Hilh@&9J), Sierpinski(1912
lograron el objetivo dé’eano. Después de @radoja de Peano,
Osgood tuvo éxito al crear una curva @iencontinua del plano
cuya nedida planaes positia. Siepinski tera una inaginacion
fecunda y concibié dos curvas; uea una curva ela que todos
sus puntos son de r#inacion, la otra es capaz aceptar laagen
homeomorfa de cualquier parteompacta del plano cuyo interior
sea va. S egas doscurvas sonun tipo inuswal, todas lasotras
curvas de las que nosotros ditlenos serdn algunas curvas
parangtricas continuas.

Presentams ahora un modelo de construccién de una curva sin
tangentes. fmero describirems lo que es ua transformacion
elemental de Koch. Sedr, una linea poligonal forada porm +1
puntos del pland®o, Pi, ..., Pm, un enterod y Ty T, ..., Tyq
transbrmaciones lineles, que tiene la propiedad que su sarda

el operador-identidatl Construyamos entonces la linea poligonal
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L, formada de md+1 vértices Qp Qi, .., Qmng donde
Qs =P +S;(P,,—P),0<i<m, 0<j<d considerando que

i+1

S, =0, S;= Zilek . Todos losvértices dd.o son vértices di;
y cada uno de lados tlg ha sido reemplazado potados.

Uno puede repetir la transfoacion elerental de Koch cod y los
mismos operadores lineald@s para conseguir, a partir de la linea
L, y después para consegui, L, etc. Cuanddk aunenta, los
vértices dd_« estan en expansiontdéluzcanos la parargrizacion
de la porcion de lacurva qe se ekende dé, a P.,.

(x(t), y)=P, + S (V) + S, (T, (V) + S (T (Toa (V) )+

dondet esun nureorealyv =P, —P..

Diremos que henos construido una curva de Koch de grad&n
general, tiene esta propiedad négade no adtir una tangente en
todos sus vértices. Veaw que este nodelo incluye varias
construcciones conocidas. Larnca que Peano propuso, en 1890,

se inicia con la diagohael cuadrado unitariol, =(0,0),(1,1) y
con la ayuda de @peradores linealesl /3, R/3, 1/3, —R/3,
-1/3, —=R/3, 1/3, R/3 e 1/3dondeR es la rotaciéon de 90
grados d esla idertidad Esta cura es de grado 9.

Por otro lado, Koch en 1904q@uso una construccion geeétrica
que se forra con 4 operadorebneales que dependen de un

paranetro u, 1/4<u<1. Estos operadores sonk,' =ul,

1 1 1 1
~—-u L Ju-= Z-u - ju-=
K2U= 2 4 , K3U= 2 4
1 1 1 1
- Ju==  —-u u--  —-u
4 2 4 2
K," =ul . La cuna de Koch partealL,, el £gmento de recta

que une a(0,0) con (L0), y se obtienen sucesivante las
transfornaciones elemntales de Koch con la ayuda de los
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operadores linealeK,", K,", K," y K,". Si V4<u<12, la
curva limte es una curvsimple que no tiene tayentes.

Si Lo esta formado porlos tres lados de un triangulo equilatero
orientado negativaente y si uno guarda el valor= ; la cuva
final es una curva sipte cerrada con la apariencia de un copo de
nieve. SiL es el segento unitario del eje de atisas y su = ;

la curva de Koch es entoncesa curva continua que llena el
triangulo rectangulo iséscelesy@ hipotenusa es preciseme L.

Uno puede modificar la construéai de Koch para conseguir una
curva de Osgood que esuynexplicito.Lo s un segento unitario

n+2
del eje de abscisas. Uno obtieme= ;_(Z] . Por recurrencia

sobren, se construye la linea poligonk), por nmedio de una
transfornacion elemantal de Koch a partir de,.; y de los cuatro

operadores linealels, ™ , k,", k,™ yk,™ . La curva-linite es una

© 2
curva $mple cuya area es i(HZunJ =0.083--. En la
=1

literatura, mo encuentra pocosesnplos explicitos de curvas de
Osgood. Uno de estos ejplos se debe a Breiber en 1968.
Algunos que los ejepios nmenos explicitos son proporcionados
por Gelbaum y Ghsted.

¢ El tena de curvas sin tangentes es una pura fantaatmatica?

Yo diria que no, porque las cas sin tangentes se presentan
espontaneaante en ciertas investigiones. A esta consideracion,
Poincaré fue precurs@n el etidio de los grupode Klein y alli
observé la presencia de curvas wngentes, esto en 1884. De la
misma manera, Fatou y Julia en strabajos sobre la iteracién de
funciones racionales estableaerque los dommios invariantes
del plano corplejo para una funcion racional adem en la
mayoria de casos una frontera salvaje.
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Después de algunas décadas, lasasusin tangentes foan parte
de un grupo @ grande de objes, objetos fractales donde la
dimension fraccionaria de Hausdibise entiende entre uno y dos
en el panoy entre mo y tres en el espacio. Cientificos de
disciplinas variadas llevaron satencién enlas aplicaciones
potenciales de los objetos fractalpara la textura de ateriales,
para la estrctura ce materia, farala forma de proteinas o litorales,
para la geomtria de turbulenciagn el estudio del pulém, en el
analisis de ruidos o iagenes, ® medidas en geografia o al
microscopio,...

Ademas la georatria fractal reela que algunos de los capitulos
més austeros de la aremética tienen una cara escoda un
mundo de belleza plastica insospechada hasta ahora.

Los conjuntos fractales se defimde una ranera rigurosa (como
todo en mateméticas), pero la expresionfractal natural
designara un patron natural que usu@ita representare@® con
un conjunto fractal. Por ejeio, las curvas Brownianason
conjuntos fractales, y el amimierto browniano (en fisica) es un
fractal retural.

AXE¥X

Constuccion del copo denieve

Un ejenplo de un fractal es @opo de nieve construido tando
un triangulo equilatero y erigiedo triangulos equilateros as
pequeiios en el tercio de enedio de los lados de anera
progre$va. Tedricanente, el redtado debe ser una figura de area
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finita pero con perigtro de longitd infinita, & cual consite de
un nunero infinito de vértices. Ertérnminos neteméticos, esta
curva (el grimetro de la figura) no puede ser diferenciable en
cualquiera de sus puntos. Es dede nanem intuitiva que la
curva no es suave.

En geonetria utilizanos la palabradimensionpara dedr cuantos
parangetros necesitaws para redir un objeto. Asi, para edir una
curva, sOlo necesitass un paramtro, que es la longitud; para
medir un area necéamos dos paradros (largo y ancho, o radio
y angulg; para nedir un volumen necesitaros tres prametros
(largo, ancho y alto).

A
-

T

Unacuva tiene dimension auclidianal, mentrasque una
superficie y un cuepo con volumen tienendimension
ewclidiana 2 y 3 resgectivanmerte.

Mandelbrot adopté una definicionéaabstracta de diemson que

la usada en geaetria Euclidianadiciendo que la diension de un
fractal debe usarse comin exponate cuando se itle su tarano.

El resultado es que un fractab puede considerarse que tiene
dimension uno, dos o cualquieotro nunero entero, Sino0 un
namero fraccionario. Efractal dela curva @ copo de meve tiene
una dinension de 1.2618. El concepde dinension fractal juega
un papel iportante en las ingggaciones sofe fractales.
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La geonetria fractal noes séloun desarrollo abstracto. La linea
costera, si se e hata sumas pequefa irregularidaghodria
tender a una longitud infinita dgual que el copo de nieve.
Mandelbrot ha sugerido que montafias, nubes, agregados,
conglonerados de galaxias wtros fendrmenos naturales son
también fractales ema returaleza)y la aplicacidé de la georatria
fractal en las cienciae$iavuelto un carpo de investigacion en
expansion. Adeds la belleza de $ofractales los ha convertido en
un elenento clave en las gréaficg®r conputadora. Los factales
también han sido utilizado para comrimir imagenes en
conmputadora tanto fijas comnde video. En 1987 Michael F.
Barnsley descubrid la transbrmada fadal la cud deteta
auton@ticamente cdédigos fractales de agenes del ondo real
(fotografias digitalizadasEste descubrimanto es el que llevo al
conpresion de iragenes fractalegjsadasen gran \ariedad de
aplicacionss de multimedia y otras apliciones basad en
imagenes de coputadora.

Los fractales pueden ser de doategoias, aleatorie y no
aleatori®. Los fractales en Fisica son aleatorios, pero es
instructivo prinero entender algws ejenplos de fractales no
aleatorios que han sido muy estudiados.

A

a b [«

generador etapa 1 etapa 2
=1, & =1 =2, n=3M4 |=4, £=9M6

Constuccion del triangulo de Sierpinski.
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Empezaremos con el tridnigu de Sierpinski. Siplemente
iterarenos (repetirerns) unaregla ce crecimiento al igual que un
nifio puede arar un castillo con ldques. Nuestra unidad basica es
una figura triangular como la da figura 1, la cual toarenos
como unidad de nasa M =1y longitud de los ladog& =1.

El trianguo de Sierpnsk ega definido operacionalemte como un
"proceso de agregacion” obtenido parsencillo proceso iterativo.
En la etapa uno, unios bloques pararear la figura 1b la cual es
de mesa M =3 y la longitud de los lados &s= 2. El efecto de la
etapa uno es producir una urddaon densidad emor. Si
definimos la densidad como

d(L)= ML(L) (1)

entonces la densidad dismye del a 3/4 como resultado de la
etapa uno. Ahora siphemente iteramos - es decir, repetimesta
regla una y otra vez ad infinitunAsi en la etapa dos ponem
juntos tes de la esructuras de densidad 3/4 anstruidas en la
etapa uno, por lo que hesconsruido un objeto con densidad

d(3/4)* En la etap 3, uninos tresobjetos construidos en la

etapa dos. Continuaos asi hasta guse acaben los bloques (si es
fisico) o hat que la estrctura ga irfinita (S es natematico).

El resultad de la etapa cuatro-con 81 bloques negros y
27+36+48+64 bloques blancospuede verse en losagaicos del
piso de la iglesia en Anagni, Itali@ cual fue costruich en el afio
1104. Aunque a estgakctal ledio nonbre en el siglo XX el
matematico polaco Sierpinski, fueonocido ocho siglos antes por
todo aquel que iba a lalggia de esa localidad.
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Etapa4 de lka constuccion deltriangulo de Serpinski, est
figurapuedeverse a el pisode la iglesiade Anagni.

Los habitantes de Anagni no tenjaapel logaritnto para graficar

en el siglo XIll. Si ellos hubieratenido tal invento, entonces
podrian haber graficado la dependenciaddan L. Podrian haber
encontrado que:

¢ decrece mnodtonanente conlL, sin limte, asi que iterardel

namero suficiete de vecespodemos obtener un objette
densidad tan pequefia como lo deseemos, y
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e decrece regrto aL de una nanera predecibledecrece cmo
una funcién de potencias.

Laj= 1&7]

lasgie} a
legi3en 042
legIBA @ 0.2
losgIZFeE1) 037

logIB1s26E 048

a 43 aJ47 4B 159 logy

lcgil  Icgl@  IcglE  Ieghl  IoglS

Gré&ica delog L contra log M(L)

La funciones de potencias tienen lanfiar geérica y = Ax" v,

con tal tiene dos jprémetros, la anplitud A y el exponentd. La
anplitud no es de interéatrinsecq porque depende de la eleccion
gue hayaros hecho de las definiciones Bey L. El exponente,

por otro lado depende del procestsmo, —es decir, de la regla
gue hems seguido para iterar. Diferentesreglasnos llevan a
diferentes exponente&n este ejemplo,d(L)= L°, asi que la
anplitud es unitaria. El exponente esta dado por la pendiente de la
recta de la ghfica anerior,
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b= pendiente
_ (log1-log(3/4)) @)
logl-log2
= log3 +2
log2
Finalmente estaws listos paradefinir la dmension fadal d, , por
medio de la ecuacién

M(L)= AL" 3)

Si sustituinos (3) en (1), obtenens

d(L)= ALY (4)
comparando (2) y (4), concluios que el tridngulo de Sierpinski es
un objeto fractal con dimension

d, = log3 ~1.58 (5)
log2

En la geometria clasica (Euclidiana) las fasnregulares tienen
una dinensién al igual que los pacios donde las incluims. Por
ejenplo: una linea tienel =1 y un cuadado d = 2. Diremos que
el triangulo de Sierpinski tiene ukémension internedia entre las
dimensiones de una linea y de un areana dinension
"fraccionaria”"—de ahi etérmino fractal.

Los sisteras reales en la naturaa no se ensamblan coral piso
de la iglesia de Anagnde hecholos fractaleso aleatoriosno se
encuentran en la natleza. La naturaleza exhibe nuemosos
ejenplos de objetos que no sdractales, pero si hacemos un
promedio estadistico de alguna propiedad tal @dan densidad,
encontrarmns una cantidad que disnuye linealnente con la
longitud de la escala cuando gcamos en un papel logariiro.

A tales oletos Is denonmanos fractales aleatailos para
distingurlos de los fadales geométricos no aleatorios ow el
ejenplo de la anterior.
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Los métodos probabiliscos y estdisticos cosituyen unabase
sélida @ra el anésis de los s$stemas natuales, sin enbargo estos
métodos no sirven pargaracterizar gbatron de heterogeneidad de
un sistera natural. La gopmetria fractal ppmete ser la herrai@nta
necesaria @a restver este prolema adenas de poporcionar
informacion acerca de los rgresos qge@ orignaron la
heterogeneidad de un sisiziiado.

Otra ventaja del uso de los pasirus fractales para la descripcion
de la heterogeneidad de los sistsnmaturales, consiste en la
posibilidad de describir no séltas propiedades gea@tnicas
estaticas de las estrucds fractales, sino tabién sus propiedades
dinamcas y sus interacciones con adio exterior.

Para ternmar, a continuacion psentaros algunos conjuntos y sus
dimensiones fractaD y topolégicaDr,

Conjunto
Un punto
Un nunero finito de puntos
Un conjunto nurerable
Una linea recta
Un circulo
Una curva regular
Un disco en el plano
Una superficie regular
Curva de Peano
Escalera del diablo de Canto
Conjunto Ternario de Cantor|log2/log3
Curva de Koch (copo de nieV log4/log3
Triangulo de Sierpinski log3/log2
Membranas pulronares 2.90

RINNNR|RFRFROOO|ICO

NPk lolk v P IR Ik lololoY

Conp nos imaginadbaros, los pimeros ocho conjuntos de la lista
no son fractales. Para nuestrapsesa la cwa de Peany la
escalera del diablo de Cantoo son fractales y los Ultios
ejenplos si son fractales
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