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PREFACIO

Este segundo voluen, al igual que el priero, tiene como
propésito el de servicomo notivacion y orientacion vocacional a
los jovenes deseosos de dedicarse a una de las aventigas m
formidables del Ser Huamo, la Materdtica. Tanbién esta
dedicado a toda persona quesade obtener un conceptoém
aproximedo aceca de la Mateméati@a y sus pradicantes. Esta
dirigido tanto para un publico egeneral cor para un lector de
nivel matematico diverso. Heros tratado de dejarle algo a cada
uno de ellos.

En “Matematica y raendticos II” se escribe acerca de la
Matemética, sus caracteristicas, lavestigacion y progreso en ella.
Conp ejemplo del surginento de una teoria atemdtica se
presenta la K-Teoria Algedica. También, cono matemética
aplicada se hace loespondiete con la Teoria Mategtica de la
Musica. Finalnente, se exponen pendantos acerca de la
Conputacion y su relacion con la Matéimea.

Con respecto a “Btematica enla Mduasica II”, actualrente es
percepible que en las Ultias dosdécadasdd siglo pasdo (y
hasta la fecha) hubo una gramdencia en la Matedica de
realizar nosolo agicaciones sio hacer Matematica eaona gran
variedad de capos del conocimento, y el canpo de la Musica no
ha sido la excepcion.



Uno de los propdsitos de la Teohtatenética de la Musica es la
de establecer un ato conceptal estable, definiendo los
conceptos en una foa precisa. & expone el acercaento de
Mazzola para mchos probleras nusicales el cal esta balo en

la Teoria de Topos. Satioduce el concepto de Denotador el cual
permite desribir los oletos nusicales y se encionan las ideas
detras del nsno.

Se concluye que estamos actuate viviendo un cambio tan
radical en la Musidogia cono el que se experiemto en la Fisica
hace 500 afs.

Muchos patrones de la naturaleza son tan ilaegs Yy
fragmentados que exhiben variosveles de omplejidad vist®
con la georatria usual. La existeia de estos pe@nes nos reta a
estudiar esas foras que con la geastria usual parecen rtener
forma, es decir, a invégar lamorfologia de lo "amorfo". En el
capitdo Il presentarns los fractals, que son la herraemta para
estudiar los patrones coieos de la natateza.

Con respecto a “Matematica en Nuestro Cukrps fractales so
estructuras geoétricas que se pden usar para analizar muchas
estructuras biologicas que no nsaconpatibles con adlisis
convencionales. Aqui se exhibe atalisis fractal y se muestra
como se puede aplicar al alisis del hues trabecular, a la
estructura del arbol bronquial gl analisis de las arritias
cardiacas.

Los capitulos | y Il reflejan fundaentalmente las areas de
especialidd de Enilio Lluis Pudla y los @pituos Il y IV
fundamentalmente los de Flor Aceff.

Cabe nencionar que, a propdsit@en algunas ocasiones, se ha
escrito en prirara persona o dgiéndose al lector directante.
En algunas ocasiones hesn repetido ideas de [A-LL] por
considerarlas adecuadas en un lugar especifico.



No hay que olvidar que la Matéita es producto de la
creatividad de unos cuantos seres &nws que vivieron o viven.
Es por esto que deseasnostrarlos fisicarante incluyendo sus
imagenes haciendo énfasis en que nuewdemdtica sigue
creandose. Algunas de ellas lasnos tonado de nuestro album
personal. Si el lector encueatalguna férrala inentendible, le
roganos que no se asuste y que felente se la salte, pero deje
de adnirarla.

Flor de Maria Aceff

y
Emilio Lluis-Puebla.

Enero de 2007.






CAPITULO |

Matematica y matematicos Il

Introduccién

Muchas personas, legas, esudiantes y en especialisnpropios
alumos, me han solicitado queceba aceca ¢ la Matemética y
los meteméticos. Correspondo ataspeticion esperando que esta
informacion ayude a copnender a la Matedtica y a los
matematicos. Esta segunda parte ieslependiente de la prama
[A-LL].

Algunas de las ideas expresadasste capitulo son ies y otras

provienen de las fuentesentionadas en la bibliografia. En
particular, he tomdo muchas del gran ateméico Michael

Atiyah.

Sir Michael Atiyah

Desde s afios de estudio profesional y de posgrado he leido sus
articulos de divulgacion, las teevistas que le han realizado,
escuchado s conferencias, agliado sus textos y articulos de
investigacion, en padular los de K-Teda. Sin duda es, no
solanente uno de los mas destacadaaemdticos de la segunda
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mitad del siglo XX, sino tafién uno de los pensadoresasm
acertados acercaedla Matendtica nmisma y por estodeseo
transnitirles un poco de su peamento y vision @& nuestra
discigina las cuales comparto.

La Matendtica poge wa enorne adicabilidad y constitye un
lenguaje y rarco indispensable patadas las ciencias. Esta es la
razon por la cual nsolarente unos cuantos individuos dedican su
vida a ella sino que es materiaet#udio en el sisteaneducativo y
parte @& la escena social.

La invesigadon matemati@ esla dsciplina cietifica mas alejada
del honbre de la calle quien raosee absolutaente ninguna idea
acerca de ella. Generamte identifica a la Matedtica con las
ideas que dificilnante pudo absorbera menudo sin éxito en la
escuela priraria o secudaria. LaMatemética o lo que cree que es,
le parece fria y cruda, sin vida (incluso habla de la frialdad de los
nameros). Dificilmente se iragina que la Mtenética fue cread

en el pasado y sigue creandoseekmpresente por algunos seres
humanos. Le es my dificil de conprender el hecho de que sea una
discidina intelectud abstrada y de que posea una existencia
independiente y floreciente. Unaanera de establecer un contacto
con ella es a través de librosnoo este o también a través de
conocer yescuchar matedticos que trabajen en ladistintas
disciginas de la Cienca que utilizan Mate#gtica.

El egresado de una licenciatura geneesite no se dedica al
estudio de su profesion, a bien la utiliza o la aplica. Para
realmente dedicarse a la Matétita es necesario realizartedios
de posgradoy aun asi apenas comenzar igirvel nmaravilloso
mundo de la Mateatica. Los egrsados de una licenciatura de
Matendtica pueden y deben encomtteabajo como cualquier otro
egresado € una licenciaturags cea de hacerles ver aigoes
contratan personal de las eneswentajas que tiemeal cantratar
matematicos, pues sobretodo, una de esas ventajas eucleom
valor para quienes no tienenedode contratar a personas que han
realizado n entrenanento en el acto de psar y que poseen
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capacidad de aprender. Muchde los pocos licenciados en
Matendtica se dedicara la doceaia, ojala lubiera nds, hacen
mucha falta, sobretodo en los He® de prinaria, secundaria o
preparatoria. Se requieren conlienciatura terimada, con una
estupenda preparacion y queseen ser docentes por vocacion,
capaces de motivar efumdir en Is jovenes (gienes constituyen
méas de la ntad de la poblaciode México) un verdadero amor al
conocimento cientifico y artisticoEn este capitulo fundaam-
talmente se expondran temrelacionados con la Matétita y sus
creadoes.

Caracteristicas de la Matematica

La Matendtica pesee arias caracteisticasque la hacemliferir de
otras dsciplinas.

La primera: es ray dificil describr o definir su materia de estudio.
Es claro cal es la mteria de estudio de algas areas de la
Astrononmia o de la Biologia peroo de la K-Eoria Algebraica.
Esto se debe fund@ntalmente a que los objetos de estudio son
conceptos definidos deamera abstracta, los cuales anmdo van
encadenadosa otros conceptos previamente definids. Su
descripcién se reduce a defimioes fomales que requieren de
conexiones neuronales, las cualegureren @ cierto tienpo para
realizarse. Esto, aunado ana nadurez natemdtica o
entrenariento netematico le pernite al ser hurano asmilar una
buena cantidad de ideas abstracRas: ejerplo, trate used de
explicarle a su “sobrinita pregum@’ qué es la adién, o de qué
se trata la Geoeatria Analitica,0 qué es un anillo. Requerira,
después @ muchas explicacines intitivas, esthlece
definiciones fomales y tienpo, mmucho tienpo.
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La segunda caracteristica es gosee una légica perfecta.

:

Euclides de Alejandria (325-265 A. C.)

La Matendtica de Euclides esnavalida hoy como en la época de
Euclides. Bto contrata con otas teoiias, cono la de latierra
plana, la del flogisto o la del éter.
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La tercera e conclisivo de la Materdtica, esto es, las diferentes
disciplinas toman conclusiones @b base en las anipulaciones
maeméaicas.

La cuarta es su independencésto es, no requiere de equipos
costosos aiterencia de las ciems experirantales. Basta a veces
lapiz y papel, o ni siquiera esto.

Arquimedes(287-212 A. C.)

Arquimedesdibujaba sobre la arena.
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Jean Leray (1906-1999)

Leray escribio su miematica siendo prisionero de guerra.
A pesar de los regienes politicosde toda indle, la Matenética

contina evolucionando. Es téaresate diservar ge Ssus
bibliotecas son enos grandes quas de otras disciplinas.
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¢ Qué significa la palalba Matematica?

Arrigo CoenAnitta y Enilio Lluis Puebla

Segun me conmentd mi querido amigo Arrigo Coen, mathean
significa erudicion, ranthanein elnfinitivo de apreder, el radical
mendh significa en pasivo, ciencia,bgs. Luego, es lo relativo al
aprendizaje Asi que ensentidoimplicito, Matemética siquifica:
“lo digno de ser aprendido”.

¢, Qué es la Matemtca?

No existe una definicion de lo qas la Mater&ica. Sin erbargo,
se dice que es una coleccion de ideas yidésnpara resolver
problemas que provienen de cqgaler disciplina incluyendo la

Matemética msma.

Algunos problemas maematicos
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El famoso ultino teorena de Ferrat (el cual sucede al de la
ecuacion fiagérica %+y*=7°) que dice que la ecuaciéf+y"=2"
nunca tienesoluciores entees paitivas paa cualquier entero
positivo n mayor que 2. Excepto para n=gstas €uadones no
tienen una interpretacion geétrica. Aparenteente este
problena no pareciera tenerutha importancia, sin efvargo, ha
tenido una influencia enomren eldesarrto de la Maen#tica.

Pierre de Feriat (1601-1665)
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Fermat dijo que tenia una destracion, pero que no tenia espacio
para escribirla. Por & de 300 @os, este problea) aparenteamte
sencillo, fue el mtivo de grandse esfuerzos de uthos natemé-
ticos y es precanente de ésto esfuerzos wg se han creado
nuevas téapsas y corceptos, Is cuales tienen influema en
muchas areas de la Matéima.

El problema de los cuatro colores afangue solarante se
requieren 4 colores para ilimar o colorear cualquier apa del
globo terrestre con la condiciéte que dos paises adyacentes
deban tenecolores dferentes. Lasolucionpositiva, més de cien
afos después, fue obtenidadiante el uso de la cgutadora,
teniendo un irpacto nuy pequefio efa Matendtica. Fue el prirar
problena no trival solu¢gonado con coputadora.

En la Matendtica, si un problem se resuelve siiante métodos
estandares, el problenpierde nucho de su interés. Si no se
resuelve radiante los mtodos conocidos por mcho tiempo, se
convierte en un probleanclasico. W buen problera es aquel que
da lugar a nuevas técnicas coargaplicabilidad a otras areas.

Las ideas nuevas que constitnyéos pase paraobtener la
solucion @ algun prdlema constituen el progreso @ la

Matendtica. Los meteméticos sabems apreciar las técnicas
ingeniosas.

¢, Qué es la investjadon matemdica?

Existen apectos cofragantes y alterativas dentro de la
investigacion ratermética. A continuacion veaos algunos.

Existen diferencias entre lo guealiza un @emético puro y uno
aplicado aunque existe también umirrelacion entre las dos.

En cuanto a la temdtica Pura,eda la alternfiva acerca de la

teolia metemética y la resolui®n de problemas. Existe una gran
variedad de probleas. Si algunos de ellos se pueden resolver
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mediante argurentos ingeniosos dena nanera parecida, entonces
decinbs que tenews un nétodo para resolverlos y si éstos son
muchos, entonces deaisque tenemos una “teorizat@matica”.
Asi se evoluciona, de una colént de probleras, a una “teoria”,
la cual difiere del concép que de ella se tiene etras dsciginas
cientificas.

La Matendética es una actividad humana y por ende hay que
poderla trasmitir a las generacioas siguietes, por lo cual se
organiza sistedticanente para qudos que la estudien lo hagan de
la manera nenos dolorosa posible. teses la érma basia de lo
gue es unaéoria Matendtica.

Henri Poincaré (1854-1912)
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Poincaré deia que unaasa estad hecha de ifidlds pero que los
ladiillos por si solos estdejos @& se una caa.

¢, Como se da la innovacion en la Matematica?

A diferenciade otras disciplinas aiéficas, en la Mateatica, la
creacion de nuevoseétodos o técnigs constituye la innovacion, la
cual es vital para el pgreso de la Matedtica.

No se requiere del descubiento de antiguos doclentos
manuscritos, ni del trabajo experimental o de la introduccion de

nueva tecnologia. La innovacion da, entre otras cosas, por la
creacion de nuevas técnicas.

Evariste Galois (1811-1832)
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Por ejenplo, cuando Galois se alicuenta al trabajar en el
problena de la insolubilidad de la ecuacion polinahgeneral de
grado al nnos 5 que la clave estaen lassimetrias @ lascinco
soluciones de la ecuacion, provelpd fundanentos de la teoria
general de la sistria, la cual es una de las rama&smrofundas y
de anplio espectro de toda la dknética, llamada Teoria de
Grupos.

También hay innovacién interna &latar de dar cohesion a una
teoria natenética, al realizarpreguntas adecuaslalas cuales
requieren de norcha intuicion ycompenetracién. Tabién puede
venir de probleras de otras disciplinas.

Se puede decir que hay progresalemético cuando existe una
aplicacion continua dmétodos usuales intercalados espectacular-
mente con nuevos conceptos y probéEm

Un ejemplo: la K-Teoria Algebraica.

A pesar de que desde principidsl siglo XX era bien conocido
que un nonoide conmtativo (un cojunto provisto de una ley de
conmposicion asociat& con elerantoneutro) sin divisores de cero
podia considerarse dentro delgo connutativo que genera, es
hasta 1957 (en que Grothendieckgara en esto) que cenza
propianente la K-Teoria. Es de estasma manea que los enteros
negativos se definen a partir debmoide aditivo de los naturales
[M-B] y que los nureros racionalepositivos se definen a partir
del nonoide nultiplicativo delos naturales sin el cero.
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Alexander Grothendieck (1928- )

La idea de Grothendieck fue la de asociarle a un monoide
connmutativo M, un grupo conmutativoK(M), Unico salvo
isonorfismo, y un honemorfiano canénico definido de anoides
MMerK(M) tal que para cualquier grupo comativo G,
cualquier homomrfismo de nonoidesf: Me» G se factoriza en
forma Unica cora

f: M e K(M) 5 G.

El grupo de Grothendieck apare@ablicado por vez primera en
1958. Aparte de su uso en el teorema de RmmRoch, una de las
aplicaciones @ conocidas de la nsetruccion de Grothendieck la
realizaron en 1959 Atiyah y Hirzelzh. Aplicaron la construccion
al monoide aditivo € las clases de isamfismo de haces
vectoriales complejos con espacio base un @Gbplejo X.
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El grupo de Grothendieck lo denotargfi(X). DefinieronK "(X)
utilizando la suspension dé paran & 1. La periodicidad de Bott
muestra queK"(X) & K™4X) y es utilizada @ra definir K"(X)
paraneZ. Dichos funtores constitugeuna teoria de cohomologia
conocida como l&-Teoria Topoldgica(la referencia clasa es
[A-H]) la cual tuvo aplicacionesmportantes, entre otras, el
Teorena de Atiyah-Singer [A-S] yla solucion del problemnde
obtener el r&ximo nuanero de campos vectoriales lineabmte
independientes sobre una esfera [A].

Jean-Pierre Serre (1926- )

Un resultado de Serre [S] generalizado por Swan en 1962
proporciond una mnera de trducir conceptos topoldgicos en
algebraicosEn efecto, sX esun espacidHawsdorff conpacto y
C(X) es el aillo de las unciones omplejas enX entoncesxiste

una equivalencia entre la cgteia de los haces vectoriaBsobre

Xy la categoria de los modulpsoyectivos finitarente generados
sobreC(X) dada porBe» F(B) dondef(B) denota las secciones
del haz vistas commmoédulo sobreC(X). (Véase el articulo de
Vaserstein [V] de 1986 para una generalizacion del tenréen
Swan a la categoria dadesvectoriales de tipo finito.)
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En pocas palabras, la categoria delaces vectoriales sobXees
equivalente a la catega de log\-mddulos proyectivos finitaem-
te generados donde=C(X).

De aqui se tiene una detion deK(A) 6 Ko(A) que tiene sentido
para cualqgier anillo A, cono el grupo de Grothendieck de la
categoia ce los A-mddulos proyectivodinitamente generados.
Asi que Ko(/\) es, entre otras cosas, una heresma Util para

investigar laestrutura de los A-mddulos proyectivos.

Por ejenplo, considere el siguire problema propuesto por Serre
en 1955 [S]. Ya se encion6 quesobre un espacio topolégieq
es equwalente tener m haz \ectaial topdogico conplejo o0 un
mdbdulo proyectivo finitamente generado obre el ailo de
funciones continua€®(X;€), donde un haz trial corresponde a

un mddulo libre (dond€ denota los nastos complejos).

En particular, cuandX=C ", todos los haces topoldgicos son
isomorfos d& haz trivial por loque los mdulos proyectivos
finitamente generados sobr€%C ™C ) son libres. Si ahora
tomamos un campo k arbitrario entonces $ohaces akbraiccs
sobre k", corresponden a los duulos proyectivos finitaente
generados sobre el anillo de polinosk[t 1,t5,...,t].

Cono en elcaso de haces topoiégs sobreC ", el problena de

Serre es si tendress quetodo haz algebraico sobké es trival.
Es decir, gon libres todos losnddulos proyectivos finitaente
generados sobidt 1,t5,...,t]7?

En dicho articulo se introducita Teoria de Gavillas en la
Geonetria Algebraica.Los haces vectorialesobre variedades
algebraicas se definian corgavllas localnente libres; Is haces
triviales correspondiaa gavillas libresEl espacio afirA"y sobre
un canpo k es el espectro prionSpec k[t,tz,...,t]. Al ser éste un
esquema afin sobre el anilloSpec Kt to,...,1h], las gavillas
localmente libres estan dadas puédulos proyectivos finitaente
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generados sobr8pec K[t,tz,...,t]. Asi, los nddulos finitanente
generados sobreSpec K[t,t,...,t;] caresponden a haces
vectoriales sobré",. Entonces, el probleande Serre se leia asi:
¢6s trivial tado haz sobrd"y ?

Detras @ esto etba la idea deug el espacio afi\"y deberia
comportarse com un espacio contactil en Topologia, y por lo
tanto aeberia tener Unicaente hacedriviales ®bre él. Escrita de
otra manera, la conjetura de Serdéria: son libres los médulos
proyectivos finitanente generados sobkft 1,t»,...,t,] ?

Invitamos al lector a torr un paeo guiado por LarflL], por los
bellos @misajes natematicos que llearon a pobar esa conetura,
finalmente, veinte afios despuésependiettemente por Quillen y
Suslin.

Los intentos por resolver la conjetura de Srre en los afos
sesenta dieron lugar al nacimiento de otra area: la K-@oria
Algebraica. Una de las ®tas de la K-Teoria Algebraica fue la de
proporciorar técricas e ideas pai@acar el prdemade Serre.

A pesar de que la solucion fingle la copetua en forma
afirmativa no dependio de la K-Beia Algebraica, no disimuye
para nada la gran influencia quero en el enoredesarrollo que
ha alcanzado conayor relevancia de la esperada.

La K-Teoria Algebraica es unrfémeno interdsciplinario dentro
de la Materdtica y para definilos grupos de K-teoria superior
necesitaros de la guiente congruccion debic a Quillen [Q]:

TEOREMA. SeaX un CW conplejo conexo con punto bage
SeaN un subgrupo norah perfecto des;(X,p). Entonces existe un
espacioX” y una transformcionf: X e X tal que

(i) B1(f) induce un isomrfismo $(X*,p) # B1(X,p)/N;
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(ii) para cualquiey(X*,p)-moduloA, f induce un isomrfismo
H.(X; f72A) #H,(X"A);

(i) (X*,f) esta deterinado, excepto por equivalencia hotdpica
por (i) y (ii).

Este teorema se conoce ammongruccion + de Quillen, y fie
inspirada pr la necesidad deencontra una interpréacion
topoldgica del funtoK, de Milnor. La idea de la deostracion es
la de aguntar 2céldas para aguilar N y 3-células para
neutralizar el efecto ded&-células en hoatogia.

Quillen en los afiosetata deinio, parai & 1, el i-ésinb K-grupo
algebraico d /. cono K= §(BGLA™"). Cono en los casos1,2,

Ki es un funtor covariante de lategoria de aitios a la céegoria
de grupos [Q].

Una de las huellas de avance sigaifivo en la Materdtica es el
descubrinento de relaciones inpsradas entre diveas areas.
Quiza uno de los ejemplosamnotables de tal avance es el
desarrtio de la K-Teaia Algebraica de Quillen en la al d
Algebra y la Topologia se relacian de una emera nueva y
fundamental.

Por un lado, la K-Teoria Algebraica introduce étodos
topoldgicos para definir invariargalgebraicos, tales canfos K-
grupos de anillos de ced superior. Por otro lax] proporcima una
forma de traducir conceptos aliyaicos en conceptos topologicos.
La K-Teoria Algebraica estualilas propiedadede los grupos
Ki(/\), construidos a partir de un anillo

Uno de los probleas nés importanes en la K-Teoria Algebraica
es el célculo de los grup#ss para diversos anillas, pero, a pesar
de los esfuerzos deuthos natematicos, Unicarente se conoce un
namero muy reducido de ellos.
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El lector podra encontrar en [A=-S-S], [LL1], [LL2] y [LL3] un
panoram e introdgciona esta area de la Matemética.

La Matematica, una Bella Arte.

Conp lo he expresado enditiples ocasiones, la Mateftica es
una Bella Ate y una Ciencia. Patas netenéticos, la beza y la
verdad tienen igual @ma. Tenemos wocho aprecio or un
argunento hermso, esto es, un argento que conlleva elegancia
en el estilo, econota de esfarzo, claridad de pens@mto,
perfeccion en el detalle y en la fande acertar una dethion
contundente y convincentente. Les metematicos nos dedicaos

a un area u otra depeaddo en qué tan bellaos parece na con
relacibn a otra. Buscame métodos elegantes y evitsn
argumentos feos.
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Caracteristicas estética de la Matematica.

Hay varias caracteristicas esté8 de la Mateatica. La univer-
salidad, en el sentido de queicasalquier rara del conocimiento
posee asgtos que & pueden analizar aeméticamente. El
desarrollo de arguemtos simples y concisos es absolutemte
indispensable para el progreso ldeMatendtica. La seledon y
formulacién de problemas son un arte que depende de la intuicion
del metemético. Aqui, los aspectosstédicos juegan un pagl muy
importante.

En la prinera parte de esta ser[A-LL], describi cono Poincaré
concebia la creacioneda Matendtica e hice un siil con la
creacion musical. A manera dewoma, pareciera que Poincaré
creaba Matedtica al sbirseo bajarse de un tranvia.

Jacques Hadaard (1865-1963)
Hadanard reconendaba torarse dos bafios de agua caliente para

estimular la investigaion matemética. Muchos retematicos beben
café, transforrdndolo en teoreas Tanbién he escuchado que la
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Matenstica se hace caminando, esciot cuando se dejdas ideas
en el “incorscierie” y de repente ccurre ura “feliz idea”, la cual
es, quiza, una serie de conexismeuronales que tienen lugar en
el tienpo las cuales se lograngior cuando no interviene un acto
consciete cemasiado fuerte gellas impida.

Formalismo y rigor matematicos.
Hay una distincién entre fonaismo y rigor mateméticos:

En la Matendtica formal, uno @a natemética sin preguntarse
denesiado acerca del significadoientras ésta dé el mdsdo
correcto.

Uno sigue adelante sin prepewse demsiado por el rigor
matematico esperando que en el futuro éste sea provisto.

La Matematica, hay que insistirlo para no perderlo de vigs,
esencialmente una actividad humana y nuestra meta no
solamente es inventarla sino trasmitirla. Asi, el rigor
matematico debe existir. Si no se tienen bases sdlidas, cualquier
construccion basadan ellas poda caer.

Existen nateméticos que se espmlizan lo mas profundagnte
posible en un area o campo y stique adquieren una gran cultura
matematica, tan amlia cono sea posible. Los dos tipos de
mateméticos son necesarios.

Sin enbargo, nuchos recorendamos a los jovenes que coemcen
por obtener una cultaimatemética, lo més anplia posilie y luego
sunergirse en un tem Esto es debido a que la esencia de la
Matendtica es la @& juntar canpos aparenteente disiniles.
Después de todo, la Matética es el grado é&imo de
abstracciorel cual tiee aplicacon en toda disciplina que se precie
de llarar ciencia.
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¢,Como trabajan los matematicos?

Existen naterméticos que tralgan individualmente y otros que lo
hacen erun pequefio gran grupoEs muy dificil el trabajar solo,

a menudo uno solo no ve una trilidad que lo detiene por mucho
tiempo y la cual es resuelta irdiatamente por un colega dentro
del grupo.Pero a vecessucede al revés, no siempre tres cabezas
piensan rés que una.A veces, la interaccion con colegas
enriguee tanto a la Mitenmdtica como a los nateméticos y se
encuentran esas interrelaciones lde cuées hablaba aerior-
mente entre areas apatemente disiniles.

A veces la colab@acién entre raendéticos es enriquecedora y
hace de la westigacion natenética, la cual es my ardua o dicil,
una experiencia & hunana y seial, aunge a veces esto no se
puede, por no haber colegas deniama especialidaderca o por
caracteristicas de persdiad decada natemético. El trabajar en
grupo no exime del arduo trabajandividual de neditar o pensar
en Matendtica.

¢, Cuales opciones de areas tien los jovenes matenticos?

Para los jovenes que ingresammpasionante ondo de la creacion
matemética existen dos posibilidad. O ingresan a un area de
investigacion de wda o de pesola cual se casdera releante o
crean su mpia area.Las dos posibilidades exh con sus
ventajas y desventajas. Aenudo, denb de una de las areas de la
corriente ge se considera pmgipal, los probleras son ray
dificiles y ya grandes mateticos han realizado lo que han podido
y solo restan tems denasiado diiciles o irresolubles por el
monmento o por siglos. Mientrague en un area nueva, a menudo
hay rmucho por hacer y no es tardaa lalaba matenética. Pero
también se paga el precio dgue sea intragndente todo lo
realizado.
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¢, Cuales son los tipos dmateméicos en geneal?

Coexisten ds tipos de matematicos, los queutilizan la fuerza
bruta y los elegantesste es, quenes utilizan r@odos o técnicas
aplastantes que los conducen a la resolucion del prabjem
quienes con pocos argentos colocados adecuadamte o
obtienen srpresivanente de manera brillante. Aveces un mismo
matematico puede actuar de las dasmias en distintas ocasiones.

Sin embargo, la transimion de & Matemdética es micho més
apreciada, @ la manera que dnciona nuestro cerebro, cuando se
hace de ranera elegante y sipte, es decir, dforma artisticaAsi,

la elegancia mtemética es miy importante. Esta selogra, en
generd (no en la fiente prinariade la investigacion sino) después
de haber pasado pomughas nentes nateméticas brillantes.

., Como se estd rdeando la transmision ¢ la Matematica
actualmene?

En cuanto da trarsmision de la matematica e fronter, &ta ®
realiza después de un tiempo, delado expresado anterioamie,
cada vez mas a niveles de gentésnoven. Materética nmuy
dificil se ha comactado y presentaddeganterente facilitardo su
aprendizaje. Esta esla nmenera nés efcaz de transitir
Matenstica.

Asi, hay varios tipos de creaciorat@matica y de natematicos,
todos indispensables.

Hay una inrensidad de raematica cread duante uns cuantos
siglos. Sin erbargo, aprincipios del siglo XX solamnte unos
cuantos grandes aremdticos podian decir que abarcaban una
buena parte de la totalidad déaeHoy en diaes casimposible
que un natematico abarque ni siquiarsu propia area de estudio.
¢Querra decir &3 que el gran edificio de la Mataitica nos
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aplagara? Sicede que asi camla especializacion es inevitable, el
desarrollo de nuevos conceptos abstractos absorben otros creados
en el @sad. Estas nuevas creanes son tan importantes com

las soluciones de los problamdficiles o desarrollos de nuevas
técnicas.

¢, COmo se selecciona un problema para trabajarlo cuando se
comienz a realizar investigacion?

Los estudiantes de doctorado ewmtemdtica, practicarante no
pueden elegir el problean que les asignard su asesor.
Generalmente es el asesor, quien a vecesuwibra la técnica
adecuada, el que le pone un peoid para que lo resuelva.

Algunos nateméticos que ya realan investigacion por si solos
realizan inestigacion ®bre un tera el cual se da, a veces, por si
solo. Este surge de la camicaddn con otros colegas, de la
curiosidad, de mditar o de rmverse porla literatra matematica
adecuadaente. Lo inportante egjue se tenga la conviccién de
entendela Matendtica.

¢, Qué se cooce como Matematica Aplicada?

La actiidad en la cual la Miemética encuentraplicacioneduera
de su propiacanpo se llana Matematia Aplicada. La Matenatica
Aplicada & autond@ticamente multidgsdplinaria, e iecdal y
probablenente deberia realizarse maguien cuyp interés primario

no es la Mtendtica. Sin erbargo encontramos que esuamo
menos dificil que una persanque adquiere una foation
matenmética se adentreen otras discipas. Esta es una gran
ventaja para los estudiantes yregpdos de una licenciatura de
Matensgtica.
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Si la atividad multidisciplinaria es por ejeplo la Fisica, es difil
saber qué clasificar como Matética Aplicada yqué cono Fisica
Tedrica. La aplicacionalla Matendtica en areadiferentes d ella
misma da lugar a cuestiones de otra indole. Supoogaque
tenenos una aplicaén de la teoia de ecuaciones diferenciales
parciales enla teofa nmatemética de la elagcidad. Podriams
preguntarns si la tedia de elastidad tiene aplicaciofuera de si
misma. Supongaws que Si la tienen ingenieria tedrica.uego
nos podriamos preguntar si éstandieinterés en la ingenieria
practica. Supongans que si, y que perite realizar un analisis de
puertas automotrices. Luego nmuedrianos preguntar cOmafecta
esto al horbre comuin. Supongame que se cuple un
requeriniento de ley al tenepuertas adecuadas. Asi podrgam
rastrea la glicacion dela Matenética hasta el nivel de consom
Podrianos continua, ¢es til un atiomovil? gs Util consunr? €c.

Llamémosle “utilidad omun” a la utilidad ge lleca hasta &
hombre de la calle. (Asummos quesaberos lo que el hombre de
la calle desa). No se sugiere que @iliterio de la calleesa el Unico
para juzgar la utilidade la natemética.

Se dice que la finalidad propide las glicaciones de la
matemética es la d que la Matemética sea autoatizada. Por
ejenplo, el descenso del hdmme en la luna requiri6 de muchos
calculos pero que estaban auétizados.

Imaginemos un diagrama [D-Hlcon el MUNDO FiSICO, luego
EL MUNDO MODELADO CON MATEMATICA, luego LAS
TRANSFORMACIONES Y OPRACIONES MATEMATICAS y
finalmente LAS APLICACDNES AL MUNDO FiSICO.

Las dos de en adio se convigden en un proceso autatizado.

Mientras mas exiga y cormpleta sea una aplicaciénmas
autondtica y prograrada se debe convertir.

32



Un ejemplo: la Teoria Matemaica de la Musica.

Comenzé hace r&s de dos décadadna de lagrincipales ratas
de la Teoria Mateatica de la Musica es la de desarrollar uarco
cientifico para la Musicoldg. Este rarco posee com
fundamento a carpos centificos esablecidos. Incluye un lenguaje
formal para los objetos y relaries musicales y musicoldgicas.

“The Topos of Music” [Mazz] es ulibro de Guerino Mazzta del
cual tengo el honor de ser uno de los colaboradores. Bedem
apreciar que el rmamo titulo dela obra, “The Topos of Msic”,
posee un doble sentido. Por un |lakta la palabra griega topos,
que significa lugar y qu sugiere la ubicacion del conteme la
Musica cono un topico, en el sentido de Aristoteles y Kant. Por
otro lado, se hace referencia a la teori@emética Topos que
sirve para reflejar el sistande signos msicales, esto es, la
Musica en 8 faceta de un sistearabstracto cwyestructura puede
permanecer escondida sin unaro adecuad de corprension.
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Este doble significado expresa, ldecho, la intendn de unificar
una profundizacién filoséfica con larecision de la Matematica,
en torno a la Musicoldg. La Musta esta enraizadcon realidades
fisicas, psicoldgicas y seaticas. Peo la descripcion foried de las
instancias rasicales corresponds formalismo matematico.

La Teoria Mater#tica de la MUrca esta baad en las Tedas de
Mddulos y Categorias, en Teopologia Algebraica y Combinato-
ria, en la Geomitria Algebraica, Teoria de RepresentaesorSu
propésito es el de describir lagraesturas msicales. La filosofia
detras de ella es la de cprande los aspectos de la Musica que
estan suje® al ratocinio de la misra manera en que ld&isia
puede hacerlo de los fenénospropios del trabajo cientifico.

Esta teoria estd basada: enlenmglaje acdcuad para nanejar los
conceptogelevanes @ las estructiias nusicales, en uncorjunto
de postulados o teoremas con esp a las dructuas nmusicdes
sujetas a las condiciones definidgsen la funcionkdad para la
conposicion y el analisison o sin computadora.

Mazzola, ya en su artilm"Staus Quo 2000", [M-N-LL] (el cual
henos apreciado ocho que fues@resentado en México durante
una exposicion plenaria espléndigia Saltillo), explicé porqué el
acercarrento nediante su radelo tedrico gomeétrico de losafios
ochenta evoluciondé a unanco que es apropiado parauahos
problermas musicales. € nuevo rarco esta basado en Matéina
mas sofisticada comla Teoria de Topos. Cabeentionar algo
notable deriro de este tea se realia metemética de alto niel, no
solanmente aplicaciones, es decir, se hacatemética nueva, se
prueban resultadosatenéticos con los objetos definidos.

La Mdsica es una creacion centrella vida y pensarmanto del ser
humano. Que actla en otra capa @erealidad que la Fisica.
Creenos que el intento de cgmender o de componer una obra de
gran envergdura en la Musica dan inportante y dificil coro el
intento de unificar la gravitacior| electronagnetisno, las tierzas
débiles y fuertes. De seguroslambiciones son cquarables, y
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por lo tanto, las herraentas deben de ser cpamables. La
Matemética provee una base cieit# para comprender la Muaic
y la Musicologia y para que esfiftima pueda considerarse una
ciencia, no una raade la literéura poética codm y corriente.

Perspectivas en la Teoria Matematica de la MUsica.

“Perspectivas en la Teoria kawtica y Computacional de la
Musica” [M-N-LL] es el libro més reciente que Ineos editado.
Esta publicado en tres versiong®no deben de hacerse ya las
publicaciones). La version en lineda cual es gatuta; la wersion
en papel y la version en CDstas dos Ultimas obvianente tienen
un costo para quien las daseasi). Se puede consultar
gratutamente en
www.epos.ni-osnabrueck.de/books/ma_nl004pages/
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¢, Qué hay acerca de la Matentita y la Computacion?

La revolucion industrial se edia en siglos, la revolucion de la
computadora se e en décadas o lustros yizs afios dentro de
poco. En los siglos XVIIl 'y XIX, la @mno de oba fue reemlazada
por las ndquinas y aparentemnte elsiglo XX secaraterizo por el
reenplazo del cereto por la conputadora. En un principio, la
ciencia del coOmputo crecidé conjotamente con la Mate@dtica.
Turing y von Neurann son algunos dais pioneros. Aun ahora, la
Matenstica es la ciencia és cercan a la del computo. Ladgica
Matendtica proporcion6 una base para la @oacion,
refiriéndonos al software. Sin &ago, es el chip de silicn el que
permitio la revolucién.

Los metematicos henos estado iteresados siepne en el cocepto

de “denostracion”, es €cir, enla rigurosa deduccion de varias
conclusiones a partir de ciertas suposiciones. Hay que dar
instrucciores  precisaspara que funcione un ordenador o
computadora y la Loga Matendtica es el rarco adecuaal para
formularlas.

Relacionado con la idea de desmacion esta la de algoritmo, es
decir,la de un rdtodo para hceralgo, en particulampara resolver
un problena. Estos son requeridosrpajue la computadora realice
tal o cual cea. Una rama de la Matétita se dedica al agiio de
los algoritmos, en particular lasipidos, a saber, la Teoria de
Conplejidad. Asi que las Teoiias de las Dmostracicmes y
Conplejidad son dos tipos de apemética creadas por las
necesiddesdel conputo. Cono las conputadoras wmn 2, estan
relacionadas con la Matética Discreta ejemplificada por el
Algebra. Atiyah nenciona que algunas personas argotan por
esto el que debe deodificarsedrésticamente la ensefianzie la
Matenmdtica quitando el énfasis en el Céalculo que enudo se
realiza dese hace racho tienpo.
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¢Como ha ayudado la computadora a la investigacion
matemaica?

La conputadora proporciona umaanera nuy rapida de obtener
soluciores nunéricas a distint® problemas. En la Mategdtica
Aplicada un problem tiene una solucion satisfactoria si se puede
proporcionar un algoritmo en la cpotadora de tal amera que se
tengan disponibles las solucionean¥éricas. Pero no todo son
nameros, por ejerplo, las exprasnes de légica no representan
nameros. Las expresiones didlicasya han sido consideradas en
la conputadora y son amipulables.Como ejemplo de é@s esta la
deterninacion de todos los grupomitos sinples la cual se llevo

al cabo utilizando poderosas qomtadoras.

¢, Cuales son las etaapara generar nueves resultadas en la
Matemaética y cual es lautilidad de la computedora en ésa?

En la Matendtica, hay varias etapas para generar nuevos
resultados. ldentificar hechosleeantes, su arreglo en patrones
gue poseen un significado, la posiblraccion de una férmula, el
corroborar la formla y hasta elfinal la denostracion. La
computadora puede séitil en lasprimeras etaps. Es I6gio que

se trate de probar que ciertasjeduras son validas spiemente
sustituyendo valores pero cuyos calculos resultarianasiado
largos y tediosos de realizarlos amo. Ahora podews hasa ver

los resultados en forma gréafiem algunas ocasiones. Antes se
tenian que realizar aamo, tal cono los realizaron Euler o Gauss.
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Leonhard Eler (1707-1783) y Cafffriedrich Gauss (1777-1855)

¢Sera la computadora un su#uto para el pensamiento
humano o para la Matematica?

Atiyah comenta que sin duda, ptoblera mas irportante del
siglo XXI, es el de comprendadno funciona el pensaiento
humano. Este proyecto obvianmte requerira de aematicos,
entre aros muchos especiaiés deotras dsciplinas cientificas.

Existe una solucion del igoso problera de los cuatro colores, el
cual estalece que esuficiente el colorear con cuatro colores
cualquier napa del planeta ¢o la condicion de que paises
adyacentes sean codados de mnera diferete. Este pblema
data del siglo XIX y en el XXse resolvi6 utilizando una
computadora que copnob6 cientos de casos. Fue un gran triunfo
pero a la vez una gran desilusidesde el punto de vista estético,
adends de que no se crearon va® técnicas agir de la
denvostracidh. Se us6 la fuerza bruta. ¢Sera asi en el futuro
pregunta Atiyah.
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¢,Cual es la naturalea y propésto de la Maematica y de la
Ciencia?

La respuesta usual es la de gliser hurano intenta coprender

o entender el omdo fisico y evetmalmente controlarlo. Pero qué
significa comprender o entenddtiyah duda que entendamos la
denwostracion del teorema de losdlores. Las demostraciones por
conmputadora alteran el concepto de dstracion publicada. Lo
gue sucede es que existe unaerdificia fundarental entre un
experimento disefiado para ematrar hechos acerca del mundo
natural y calculos de cqgmtadora que conciernen con un
problena puranente natemético propuesto por el hdmne. Uno es
externo y el otro es interno.

Una de las araderisticas més importants de la Matenética es su
arquitectura o disefio global, ests, la forna elegante y profunda
cono las ideas abstractas estatocadas. La piedra anigu de la
buena ratemética es la econofa y sinplicidad del pensamiento.
Aunque uno de sus objetivos ek de proporcionar soluciones
explicitas, a veces de caractermérico, los dsarrdlos teéricos
evolucioran esencialrente para ewar largos calculos. Ese ahorro
o flojera conduce a encontrar ideas¥todos alternativos para ese
fin. Las computadoras carecenalms. Estas ideas o&wdos son
los necearios para aarzar un poco.

Dicho de otra ranera, dice Atiyah, la Mate#tica es una (Bella,
digo yo) Arte que evita la fuerzauta, mediante el desarrollo de
conceptosy técricasque nos prmiten ligereza. Se dice que si las
computadoras hubieran estado en el siglo XV, la Matea
actual seria una aa imitacion de simisma. El peligro real es el
de dejar la Matedtica a las computadoras. Las deba® de tener
simplemente cono ayudantes.

Las industrias tradicionales han lileado y las relacionadas con el
cémputo ha crecido. Esto hace que los @eos estén ligdos a
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las conputadoras. Este tipo de empleos alteran las actitudes y
expectativas de las generacisngpvenes. La Matedica esta
ligada a esto y a las escuelas, aerswdaces, maest®y alurmos.

El peligro para la Matedética estd en que los nuevos grandes
talertos ® encanmen a la computacioren lugar de a la
Matendtica. Pero estopuedeque no suceda. Los verdaderos
matematicos estan mtivados por la belleza y poder de la
Matemngtica y no por el dinero. Pa aquellos que creen que la
conmputadora puede realizavdo el trabajo opriendo un botén,

hay que decirles que tienen todavia que ensefar a los nifios a
pensar cual boton oprim

Isaac Newta (1643-1727) y Henri Rincaré (188-1912)

¢ Qué ha sucedido en la Matemética en los siglos anteriores?

Atiyah menciona que los siglos XVIII y XIX podria llarseles
los dela Matenética Aasica. Al fnal del sglo XIX Poincaré y
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Hilbert eran las figuras ddmantes, podrian considerarse
discipulos de Newton y lieniz, repectivamente.

Gottfried WilhelmLeibniz (16461716) y David Hilbert (1862-943)

Poincaré pensabaas en térrmos georétricos o topoldgicos y
Hilbert més en el lado del fanalismo y axiomatizacion.dhcare,
quien realizo6 trabajo pionero enTapologia predijo que ésta seria
un ingrediente iportante de la Matedica del siglo XX (algunos
dicen que si se tuviera que niorar de alguna manera al siglo XX
seria coro el siglo de la Topolog). Mientras, Hilbert propuso su
famosa lista de problemas los cuales no contenian los topoldgicos
y no pudo predecir, segun Atiyah,aétance de la Topologia en el
siglo XX.

La primera nitad del siglo XX la denonma la erade la
especilizacion, donde la foalizacion tipo Hilbert y Bourbaki
tiene lugar. La segundaitad delsiglo XX la denorma la era de
la unificacion, donde las areas #t@aslapan y las técnicas se
implementan entre ellas. Para el siglo XXI Atiyah propone
llamarlo el siglo de la ratematica cuantica o de la dinsion
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infinita, entendiendo por esto el entender adecuadsam el
analisis, la geoetria, la topologig el algebra dearios espacios
de funciones no lineales de talamera que se obtengan
denostraciones rigurosas de cosas lesas que han estado
especulanddos fisicos entre otras importas (cono la Geonetria
Diferencial No Conruatativa de Alain Connes).

¢, Cuales paradigmas han sucediden la Matematica y en otras
disciplinas incluyendo la Musicologia?

Guerino Mazzola mnciona en su libro “The Topos of Music”
[Mazz] tres paradigas nayoresde la Matemitica y Musicdogia
qgue han ocurrido durante los 150 afjog han sido paralelos en la
evolucion de atmas y la crecientpresencia de la Mateitica en la
Musica.

Estos son: las estruecés globédes, las smetrias y la Filosfia de
Yoneda.

La primera quiere decir, en palabras, que las estructuras
localmente triviales & pueden jurdir en configuraciones estéticas
validas si éstas se pegan de unanera no trival. La Fisica
Clasica concierne con los fenénos locales y luego hay que
estudiar el comortamento fisco en gan escala.La Fisica
concierne realente con adivinar diuturo cuand se va de Idocd

a lo global.

La segunda, las setrias y (los factales) son utilizadas en la
conmposicion, aparecentambién en la Naturaleza y en la
Matenstica juegan un geel cricial como también en la Fika

En cuanto da tercera la Filosdia de Yoneda, en palabras dice
que, para comprender un objeto, de vueltas alrededor de él. Esto
quiere decir, entendiento mediante el cambio de perspectivas.

En Mateméatia, este Lema de Yoneda tiene iportaries
aplicaciones en el Algebra Homoldgica, en la Topologia
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Algebraica y en Geoatria Algelaica solarente para rencionar
algunas. Dice que un objetocaremdico puede clasificarse salvo
isomorfismo por su funtor. En MUea, la partitua essolanente su
primera vista y junto con todas sus interpretaciones constituyen su
identidad. jQué mravilloso punto devista para atvos intérprete y
audienca! Deja de lad la estél competencia fuera del arte y la
ciencia como si éssofueran jegos olinpicos.

¢ Qué se puede decir de la Geometria y del Algebra?

Atiyah tiere un bello punto de vista acerca de esto. Merzcgue
anmbas son pilees de la Matediica, anmbas muy atiguas. Por un
lado, la Geornatria se remnta alos griegos o antes y como el
entender el mndo en que vivims es una parte iportante de
nuestra evolucion, la intuicion percepcion espacial es nuestra
herramenta n&s poderosa. La Geomi es el arepoderosa de la
Matendtica para esdiar lo geométrico y lo no gemétrico
también, tratanos de poner en térimos georétricos lo no
geoneétrico. La Georatria es el egwio y se pede ver
estaticarante.

Por otro lado, el Algebra se renta a los arabes y los hindtes y
concierne fundaentalmente al tierpo. Cualquier algoritm tiene
lugar en el tiemo, lo requiere parpoder llevarse al cabo. Esto se
puede ver de amera obvieen una computadora.

Asi, dice Atiyah, la Gemetria oncierne al espaziy el Algebra
concierne a la wmamipulacion en el tieo. Ambas son
indispensables. Piensen ustededaellUsica,con sus estafuras,
la cuwal transcurre erel tienpo y esta ituada enel espacio
(emnentemente terricola puestpe un violin no suena en la
luna).

Para finalizar, vuelvo a expresaguwe la Matemati@a esunade las

Bellas Artes, la rds pura de ellagjue tiene el don de ser laésn
precisay la precién de las Ciencias.
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